Table des matiéres

1 GROUPES, ANNEAUX : RAPPELS ET COMPLEMENTS 3
11 Groupes . . . . o oo 3
1.1.1 Définitions, exemples . . . . . . . . .. 3
1.1.1.1  Définitions . . . . . . . . o 3

1.1.1.2  Exemples . . . . . . . L 4

1.1.2 SOUS-IOUPES . . . v v v v v e et e e e e e e 4
1.1.2.1  Définitions . . . . . . . ... 4

1.1.2.2  Exemples . . . . . . .o 5

1.1.3 Morphismes de groupes . . . . . . . . L e 6
1.1.3.1 Definitions, propriétés . . . . . . . . . . 6

1.1.3.2 Image , image réciproque , noyau , image . . . . . . . . . . . .. oo 6

1.1.4 Groupe engendré par une partie . . . . . . ... .o 7
1.1.4.1 Intersection de SOUS-GrOUPES . . . . . . . . v v vt v vt i 7

1.1.4.2 Définition, exemples . . . . . . . ..o 8

1.1.4.3 Exemples . . . . . . . e 9

1.1.4.4  Cas particulier : Groupes monogéne, groupe cyclique . . . . .. ... ... ... 9

1.1.5  Produit fini de groupes . . . . . . ... 10
1.1.6  Elément d’ordre fini d’un groupe . . . . . . . . .. ... 10
1.1.6.1 Définitions . . . . . . . . . 10

1.1.6.2  Propriétés . . . . . . . e e 10

1.1.6.3 Casdes groupes finis . . . . . . . ... L 11

1.1.7  Etude des groupes monogene . . . . . . . . .t i i e e e e e e e e e 11
1.1.7.1  Les groupes monogéne Z et Z/nZ . . . . . . . .. o 11

1.1.7.2  Classification et générateurs . . . . . . . . . . . . . . e 11

1.1.8  Exercices . . . . . . .. e e 12
1.2 Anneaux et COIPS . . . . . v v e e e e e 12
1.2, Anneaux. . . . . ... 12
1.2.1.1  Généralité sur les anneaux . . . . . . . ..o o 12

1.2.1.2  Groupe des inversibles d'un anneau . . . . . . ... ..o 13

1.2.1.3  Produit fini d’anneau . . . . . . . ..o 13

1.2.1.4 Morphismes d’anneaux . . . . . . . . . ... 13

1.2.1.5  Anneauintégre . . . . . . . L. e 13

1.2.2 Corps . . o o e 14
1.2.3 Idéal d’'un anneau . . . . . . . ...l 14
1.2.3.1  Généralités . . . . . . .. 14

1.2.3.2 Idéaux et divisibilité dans un anneau commutatif intégre . . . . . . ... .. .. 14

124 Lecas A=Zou A=K[X], ou Kest un sous-corpsde C. . . . . ... ... ... ... .... 15
1.2.4.1 Division euclidienne dans A . . . . . . . . ... L L 15

1.24.2 Lesidéaux de A . . . . . . . 15

1.24.3 pged. ,ppem.dans A . ..o 16
1.2.4.4  Algorithme d'Eucilde . . . . . ... .. 17

1.2.4.5 Identité de Bezout, lemme de Gauss . . . . . . . . . ... ... ... 17

1.2.4.6 TIrréductiblesde A . . . . . . L 18

1.3 Z/nZ : Compléments . . . . . . . . . 18
1.3.1 Llanneau Z/nZ . . . . . . o 18
1.3.2 Le groupe des inversibles de 'anneau Z/nZ. . . . . . . . . . ..o 19
1.3.2.1 Inversibles de Z/nZ . . . . . . . 19

1.3.2.2  Théoréme d’Euler . . . . . . . . .. L 19

1.3.2.3 Lemme des restes chinois . . . . . . . . .. . Lo 19



TABLE DES MATIERES

1.3.2.4  Conséquence : U'indicatrice d’Euler est multiplicative. . . . . . .. ... ... .. 20

1.3.2.5 Résumé des propriétés de 'indicatrice d’Euler . . . . . . ... ... .. ... .. 20

1.4 Structure d’algébre . . . . . . .o 21
1.4.1 Deéfinitions . . . . . . .. e 21
1.4.2 Sous-algebre . . . . . 21

1.4.3 Morphisme d’algébre . . . . . . ..o 22



Chapitre 1

(ZROUPES, ANNEAUX : RAPPELS ET
COMPLEMENTS

1.1 Groupes

On donnera des rappels sur les groupes et quelques compléments, notamment les groupes finis, groupes mono-
génes (les groupes cycliques en particulier).

1.1.1 Définitions, exemples

On suppose connues les notions de lois de composition interne et leurs propriétés vues en premiére année.

1.1.1.1 Définitions

Definition 1.1.1 )

Un groupe est un couple (G, *) tel que G est un ensemble non vide et = une loi de composition interne
sur G tel que :

1. x est associative.
2. * admet un élément neutre (celui-ci est alors unique noté e).

3. Tout élément de G est symétrisable ( Il y’a alors unicité du symétrique d’un élément = de G, on
le note z’).

Formellement, (G, ) est un groupe si :
1. Y(a,b,c) € G2, (axb)xc=ax*(bxc).
2. dee G,Vr e G, xxe=e*xx ==x.
3.VeeG,Ar' € G, zxx' =2 xz=ce.

Remarques. On retient les remarques suivantes :

1. Si de plus * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe commutatif ou abelien.

2. On adopte en général une notation multiplicative ou additive et le tableau ci-dessous résume les diverses
notations associées :
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Générale Additive | Multiplicative
(G, %) (G, 1) | (G.x)ou (G, )
T xyY r+y T X youxyouzxy
e 0 loue
symétrique opposé inverse
x’ —x r!
x*y T —y Ty~
cx---xx,n €N | nx "
—

n fois
' x--xx',neN* | —nz x "
—_—

n fois

3. Quand la lois du groupe est connue, on confond par abus le groupe (G, ) et Pensemble G. On dit par
exemple : le groupe G.

4. Dans un groupe, tout élément est régulier a droite et a gauche.

5. Si (G,x) est un groupe et x,y € G, alors le symétrique de = * y est : (z xy) = y x 2’. En notation
multiplicative (resp.additive), cela donne : (zy)~! =y~ tz=! (resp. —(z +y) = (—y) + (—1) = —y — ).

1.1.1.2 Exemples

Voici des exemples de groupes : Ce sont les groupe les plus utilisés et les plus connus. On peut trouver d’autres
exemples intéressants.

1. (C,+), (R, 4),(Q,+),(Z,+) sont des groupes commutatifs.

2. (C*, x), (R*, x), (Q*, x) Sont aussi des groupes commutatifs.

3. Si F est un ensemble non vide, on note .#g 'ensemble des bijections de F vers E. Muni de la composition
des applications, /g est un groupe non commutatif en général appelé groupe des permutations de E. Si
E =[1,n] avec n € N*, on adopte la notation .7, et on 'appelle groupe symétrique.

4. K désigne R ou C. Soit n € N*  on dispose de GL,(K) 'ensemble des matrices carrées de taille n
inversibles & coefficients dans K. Muni de la multiplication usuelle des matrices carrées, c’est un groupe
non commutatif (sauf si n = 1), appelé groupe linéaire.

1.1.2 Sous-groupes
1.1.2.1 Définitions

a) Lois induite :
Soit (G, *) un groupe et H une partie non vide de G tel que :

Y(z,y) €G? (z,y) e H*=xxyc H
On dit que H est stable et on remarque qu’on dispose d’une loi de composition interne * sur H tel que :
V(z,y) € H> zxy=1x%xy

Dans la pratique, on adopte la méme notation pour les deux lois.
b) Sous-groupe :

Definition 1.1.2

Soit (G, ) un groupe. On appelle sous-groupe de (G, x) toute partie H non vide stable tel que (H, *) est
un groupe.

Proposition 1.1.1. Si H est un sous-groupe de (G, *) alors :
- Si eg et ey sont les éléments neutres respectifs de G et H alors : eq = ep.
-Siz € H et 2/, 2" les symétriques respectifs de x dans G et H alors 2’ = z”.
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Preuve. On a eg xeyg = ey et ey xeg = ey et ey est régulier dans G donc eg = ey.

Notons alors e I’élément neutre commun de G et H et soit x € H alors : comme 2z € G,ona: (1) zxz’' =e,
et comme z € H,ona: (2) z*z” =e.De (1) et (2) et la régularité de x dans G on déduit : xxz’ = xxz”
puis ' = z”. [ |

Proposition 1.1.2. Soit (G, ) un groupe et H une partie de G, alors :

H#0
1. H est un sous-groupe de (G, x) si et seulement si : ¢ V(z,y) € H?, zxyc H
Vere H, z'€H

H#0

2. H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si :
V(x,y) € H?, x%xy € H

Preuve. Si H est un sous-groupe de (G, *) alors par définition H est non vide et stable par x donc on a
V(x,y) € H?, x%y € H.De méme si v € H, alors = est symétrisable dans H et comme 1’élément neutre
de H est celui de G et le symétrique de x dans H est le méme que dans G, on a ' € H. Réciproquement, si

H#0

on suppose que alors tous les axiomes d’un groupe sont vérifiés dans (H, x)
V(z,y) € H?>, xxy € H
donc H est un sous-groupe de (G, ).
Si H est un sous-groupe de (G,x) alors H est non vide par définition. Si z,y € H alors y' € H et par
40

stabilité x xy’ € H. Réciproquement si alors comme H est non vide on
V(x,y) € H?, xxy € H

considére a € H alors axa’ € H, donc e € H, donc pour tout x,y € H on a d’abord exy’ € H donc v € H

et ¢y € H, donc z x (y') =xxy € H, donc H est stable par x et on a tous les axiomes de groupe donc H

est un sous-groupe de (G, *). [ |

1.1.2.2 Exemples

1. On considére le groupe linéaire GLy(R) et on note :

cos) —esinf
0:(R) = JOER et e==1
sinf ecosf

Alors, O2(R) est un sous-groupe de GLs(R). En effet, en prenant § = 0 et € = 1, on obtient Iy € O2(R).
Pour tout (6,¢) € R x {—1,1}, notons :

cosf —esind
My, = .
sinf ecosd

Alors pour tout 6,0’ e Ret g,¢’ € {—1,1}, on a:
MG,E X MQ’,s/ = M0+60’,ss/

Pour tout groupe (G, *), {e} et G sont des sous-groupes de (G, x).
Z est un sous-groupe du groupe additif R.
{=1,1} est un sous-groupe du groupe multiplicatif Q*.
Soit G = |J U,, alors G est un sous-groupe de (C*, x)

neN*
6. Exercice : Montrer que les seuls sous-groupes de (Z,+) sont les nZ avec n € N :
Rep : Soit n € N, il est aisé de prouver que nZ est un sous-groupe de Z. Réciproquement, si H est un
sous-groupe de Z deux cas sont possibles :
- Soit HNN* = (), dans ce casona HNZ* =P carsik € Z,ona k € H = |k| € H. Donc H = {0} = 0Z.
- Soit H N N* # (), soit alors n = min(H NN*) alors n € H donc nZ C H. Soit z € H et x =gn+7 la
division euclidienne de x par n alors r = x —ng € H NN donc r = 0 car sinon on aurait » > n, donc
H =nZ.

Ot N
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1.1.3 Morphismes de groupes

1.1.3.1 Definitions, propriétés

Definition 1.1.3

Soient (G, 1) et (G', T) deux groupes. On appelle morphisme de (G, L) vers (G, T), toute application
f de G vers G’ tel que :

V(z,y) € G?, f(zLy) = f(x) T f(y).

Exemples. Voici quelques exemples :
1. L’application f : Z — R* tel que f(k) = 2* est un morphisme de (Z, +) vers (R*, x).
2. L’application : In : R% — R,z + In(z) est un morphisme de (R?, x) vers (R, +)
3. L’application : det est un morphisme de GL,,(K) vers K*.

4. La signature € : .%;, — {—1,1},0 + £(0) est un morphisme de groupes.

Proposition 1.1.3. Si f : G — G’ est un morphisme de groupe et e et ¢ les éléments neutres respectifs
de G et G’ et pour (z,y) € G x G', 2’ et y' les symétriques de z et y respectivement alors : f(e) = €’ et

Vz € G, f(a') = (f(z))

Preuve. On ne nuit pas a la généralité si on choisit une notation multiplicative pour chacune des deux lois.

e Comme €2 = ¢, on a (f(e))? = f(e). Or f(e)e’ = f(e), donc f(e).f(e) = f(e).€’ et par régularité de f(e),
ona f(e)=¢€.

eSoit € E et 2’ son symétrique. Comme zz’ = 2’z = e, on a f(xz') = f(2'z) = f(e). Compte tenu
de f(e) = ¢, il vient : f(z)f(2') = f(2')f(z) = €, donc f(a') est le symétrique dans G’ de f(z), donc
(f(@))" = f(a) u

Proposition 1.1.4. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Si f est bijective en tant qu’application de
G vers G’ alors f~! est un morphisme de groupe de G’ vers G

Preuve. Soit (a,b) € G? etz = f~(a) ety = f~1(b); alors f(z) = aet f(y) = b, donc f(zy) = f(z)f(y) =
ab et par suite xy = f~1(ab), donc f~1(ab) = f~1(a)f~1(b) et f~! est un morphisme de G’ vers G. W

Definition 1.1.4

On dit alors que f est un isomorphisme de groupes et que f~! est le morphisme réciproque de f. On dit
que les groupes G et G’ sont isomorphes.

Remarque. Deux groupes isomorphes ont les mémes propriétés relevant de la structure de groupe.

Exemple. Il y’a aux moins deux groupes de cardinal 4, non isomorphes & savoir Z/47Z et (Z/27)%. En
effet, pour tout x € (Z/27Z)%, on a 2z = (0,0), ce qui n’est pas le cas dans Z/47Z puisque par exemple :
2.3=2+#0.

On peut, en fait prouver qu’a isomorphisme pres, il y a exactement deux groupes de cardinal 4, & savoir
ZJAZ et (Z)2Z)2.

1.1.3.2 Image , image réciproque , noyau , image

Proposition 1.1.5. Soit f : (G, T) — (G’, L) un morphisme de groupes. Si H est un sous-groupe de
G, T) alors f(H) est un sous-groupe de (G’, L). Si H' est un sous-groupe de (G, L) alors f~!(H’) est un
sous-groupe de G, T).
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Preuve. Soit f : (G, T) — (G’, L) un morphisme de groupe. On note e et €’ les éléments neutres respectifs
de (G, T) et (G, 1).

e Soit H un sous-groupe de (G, T). On a f(H) # 0 car ¢’ = f(e) € f(H). Soit z,y € f(H), donc Ja,b € H
tel que f(a) =z et f(b) =y, donc z Ly = f(a)L(f (b)) = f(a)Lf(') = f(aT¥V') donc xLy" € f(H). Donc
f(H) est un sous-groupe de (G’, 1)

e Soit H' un sous groupe de (G',1). On a H' # () car e € H' puisque f(e) = ¢ € H' et e € H. Soit
z,y € f~Y(H'),donc f(x) € H' et f(y) € H'.llen découle que f(zTy') = f(z)Lf(y') = f(x)T(f(y)) € H'
puisque H’ est un sous-groupe de (G’, 1), et comme 2Ty' € H (car H est un sous-groupe de (G, T), on a
2Ty € f~1(H'). Donc H' est un sous-groupe de (G, T) [ ]

Proposition 1.1.6. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors ker(f) = f~'({e,}) est un sous-
groupe de G appelé noyau de f et Im(f) = f(G) est un sous-groupe de G’ appelé image de f. On a les
équivalences :

1. f est injectif si et seulement si ker(f) = {eg}.

2. f est surjectif si et seulement si Im(f) = G’

Exemples. Les exemples importants ci-dessous sont & retenir :
1. det : GL,(K) — K* est un morphisme surjectif et non injectif, son noyau est ’ensemble des matrices
inversibles de déterminant 1, appelé groupe linéaire spécial et noté SL, (K).
2. La signature € : .;, — R* est un morphisme de groupe qui n’est ni surjectif ni injectif. On a
ker(e) = o, appelé groupe symétrique alterné.
3. Soit (G, *) un groupe quelconque. Pour tout € G, on note t, et 7, les applications de G vers G
définies par :

ty(g) =g*x
Vg € G, =(9)
T2(9) =T xg
Les applications t, et 7, sont bijectives de G vers G, pour tout x € G, ce qui permet de définir les
applications :
t:G— Gz —t,
et

7:G = LGz Ty
Alors 7 est un morphisme de groupe de (G, *) vers (.(G), o). Cependant, ce n’est pas le cas pour
t. Toutefois, on peut dire que ¢ est un morphisme de (G, L) vers (#(G), o) ou 'on a définit L par :
Y(z,y) € G?, zly=yxuz.

Notons que les applications 7 et ¢ sont injectives, ce qui permet de dire que tout groupe G est iso-
morphe & un sous-groupe du groupe symétrique . (G) des bijections de G vers G. Plus précisément,
on a :

(G, %) = (1(G), 0).

1.1.4 Groupe engendré par une partie

Si (G,+) est un groupe avec une notation additive pour sa loi, et si x1,...,x, sont des éléments de G et
k1,...,k, des entiers relatifs, on peut construire un élément x de G comme suit : z = kjz1 + -+ + kpzp, qui
ressemble & une combinaison linéaire dont les coefficients sont dans Z. Ceci nous pousse a 'idée de partir d’une
partie A de G et considérer la partie de G formée par toutes les combinaisons ’linéaires’ des éléments de A.

1.1.4.1 Intersection de sous-groupes

Proposition 1.1.7. Soit G un groupe. Si (H;);cs est une famille de sous-groupes alors H = (] H; est un
iel
sous groupe de G.
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Preuve. H # () car e € H. Si x,y € H alors pour tout ¢ € I, on a x € H; et y € H; et comme H; est

un sous-groupe, on a xy~' € H;, pour tout i € I, donc xy~! € (| H; donc xy~! € H. Ainsi H est un
il
sou-groupe de G. |

1.1.4.2 Définition, exemples

Par convention, quand on dit : soit G un groupe, on sous-entends une notation multiplicative pour sa loi, on
m

adoptera la notation [] xj pour le composé x1 X -+ X x,,, pour tout m € N* et x1,--- , 2, € G. Si A est une
k=1

partie non vide de G alors on définit : A=t = {z71/z € A}

Proposition 1.1.8. Soit G un groupe et A une partie de G. On note
Yy ={H/ACH et H sous-groupe deG}

et soit (A) le sous-groupe :
(A= (| H
HeGA

Alors (A) est le plus petit sous-groupe de G contenant A. Il est appelé le sous-groupe de G engendré par
A. Ona:SiA=0alors (A) = {e} et si A # () alors :

(4) = {Hwk/m EN', € AUAT! Wk € ﬂl’mﬂ}
k=1

Preuve. Posons K = (| H. D’aprés le proposition 1.1.8, (A) est un sous-groupe de G. Comme (A) est
HeGA
une intersection de groupes contenant A, on a A C (A). Ainsi on a (A) € ¥4 et (A) C H pour tout H € ¥4.

Donc (A) est le plus petit sous-groupe de G contenant A.

e Posons
K= {Hmk/m eEN* m, e AUA Wk e [[l,m]]}
k=1
et prouvons que K = (A). Soit m € N*, et z1,- -+ , 2, € AUA™L alors @y, -+ , 2, € (A), donc le produit

z = [[jL, z réalise x € (A), Ainsi K C (A). Pour démontrer que (4) C K, il suffit de prouver que K
est un sous-groupe de G contenant A. Il est clair que A C K. Comme A C K et A # (), on a K # (. Soit
z,y € K, alors = [[_, ax et y = []_, bj avec ay,b; € AU A™" pour tout k € [1,m] et tout j € [1,n].
On a:

n+m

Ty = H Ci
i=1

a; st i€[l,m]

avec pour tout i € [I,m+n] : ¢ = , donc ¢; € AU A™L, pour tout
bi_m si i€ [m+1,m+n]

i € [1,n + m]. Par ailleurs, 27! = Z;Bl(am_k)’l avec a. ', € AUA! car a,—p € AU AL, donc

x~! € K. Ainsi K est un sous-groupe de G, ce qui termine la démonstration. ]

Remarques. Dans le cas oA # (),on peut faire les remarques suivantes :

1. En notation additive on note
(—4) = {-aja € 4}

et on a alors :

(A) = {imk/m eN" xp € AU(—A),Vk = 1,...,m}

k=1

2. Si la condition suivante est réalisée :

(1) Va,be A ab=ba
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alors :
- En notation multiplicative :

(A) = Hafj/m € N* a; € A, 2a2distincts , k; € Z
j=1

- En notation additive :
m
(A) = ijaj/m e N* a; € A, 2a2distincts, k; € Z
j=1
3. Si A={a1,...,an} avec n € N* et tous les éléments de A commutent alors :

n
afiJk; € Z} :

klaz/kl € Z} .

- En notation multiplicative : A = {

=1

- En notation additive : A = {

n

=1

4. Si G = (A), on dit que G est le groupe engendré par A et que A est une partie génératrice de G. On a
toujours : G = (G), mais il est plus intéressant de trouver des parties génératrices A de G minimales au
sens de l'inclusion.

1.1.4.3 Exemples

On donne les exemples importants suivants :
1. Le groupe symétrique .#,, est engendré :

(
(b)

(c) Par les transpositions de la forme 7 4,4 € [2,n].

(d) par la paire {7,s} ou 7 =712 et s = (12---n) (cycle).

a) Par les transpositions.
b) Par les transpositions de la forme 7; ;41,7 € [1,n — 1].

Preuve. La preuve des points 2,3 et 4 est basée sur la propriété importante suivante : Pour tout
i,j € [1,n] tel que i # j, si o € .7, alors o7y jo~ ! = To(i),0(j) [ |

2. Le groupe orthogonal O3 (R) est engendré par les matrices de symétries orthogonales, a savoir les matrices
de la forme :

cosf)  sinf
Sy = , avec #€R.
sinf —-cos6

3. GL,(K) est engendré par les matrices de transvections et de dilatations. On rappelle qu'une matrice de
transvection est une matrice de la forme 7T; ; (o) = I, + aE;; avec (i,5) € [1,n]* tel que i # j et o € K et
une matrice de dilatation est une matrice de la forme D;(a) = I,, + (o — 1) E;; avec i € [1,n] et o € K*.

1.1.4.4 Cas particulier : Groupes monogéne, groupe cyclique

Definition 1.1.5

Un groupe G engendré par un singleton {a} s’appelle groupe monogéne, et on note G' = (a).
Un groupe monogéne fini est dit cyclique.

Remarques. On fait les remarques suivantes sur les groupes monogeénes :
1. Si G est un groupe monogeéne, alors tout élément a € G tel que (a) = G est appelé générateur de G.

2. Si G est un groupe monogéne alors, pour tout a € G, on a a est un générateur de G si et seulement si
a’, le symétrique de a est un générateur de G.

3. Si (G, +) est un groupe cyclique en notation additive et a est un générateur de G alors
G = {ka/k € Z}.

Dans ce cas on a aussi —a est un générateur de (G, +)
4. Si (G,.) est un groupe cyclique en notation additive et a est un générateur de G alors

G =1{d"/k c7}.

Dans ce cas on a aussi a~* est un générateur de (G, .)
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Exemples. On retient les exemples suivants de groupes monogénes :
1. Le groupe additif Z est un groupe monogéne non cyclique engendré par 1.
2. Pour tout n € N*, le groupe additif Z/nZ) est un groupe cyclique dont 1 est un générateur.

3. Le groupe multiplicatif U,, des racines n émes de 'unité est un groupe cyclique de cardinal n
- 270
engendré par e'’n

1.1.5 Produit fini de groupes

Soient (G;, T;) oui € [1,m],m € N;m > 2 une famille de groupe et G = [][ G; muni de la loi T tel que pour
i=1
tout x = (z;),y = (y;) € G, on aie : x Ty = (z; T;y;)-

Proposition 1.1.9. (G, T) est un groupe. De plus si les G; sont commutatifs G est commutatif. Si pour
tout i € [1,m], Pélément neutre de G; est e; alors e = (e;)1<i<m est I’élément neutre de G.Si z = (z;) € G
alors le symétrique de z est 2’ = (z}) ou z est le symétrique de z; dans G;, pour tout i € [1, m].

Remarque. Un cas usuel est quand les G; sont égaux et ont méme loi : G; = --- = G, = H alors G = H™.
Comme exemples : Z™ R™ Q™ , C™, (Z/nZ)™.

1.1.6 Elément d’ordre fini d’un groupe

Dans tout ce qui suit G est un groupe dont la notation pour la loi est multiplicative et I’élément neutre est e.

1.1.6.1 Définitions

Definition 1.1.6

Soit € G. On dit que = est d’ordre fini §'il existe d € N* tel que % = e. Si c’est le cas, le plus petit
d € N* tel que 2% = e s’appelle I'ordre de x.

Remarques. 1) Avec une notation additive = est d’ordre fini s’il existe d € N* tel que dx = 0.
2) lélément neutre de G est d’ordre 1.

Exemples. 1. Dans Z/nZ tout élément est d’ordre fini puisque Vo € Z/nZ,nx = 0.
2. Aucun élément non nul de Z n’est d’ordre fini.
3. Dans C* |, pour tout n€ N*, le nombre complexe w,, = et est d’ordre n
4. Soit G = eUN* U,,. On peut démontrer que G est un sous-groupe de C*. On a G est infini mais tout

n
élément est d’ordre fini.

1.1.6.2 Propriétés

Proposition 1.1.10. Soit € G et d € N*. Alors : = est d’ordre d si et seulement si ¢ = e et Vk € Z,z* =
e = dlk.

d k

Preuve. Supposons que = est d’ordre d. Par définition, on a % = e. Soit k € Z tel que " = e. La division
euclidienne de k par d donne k = qd +r avec 0 < r < d, donc 2* = (24)9.2" = 2" donc 2" = e et comme d
est le plus petit entier naturel non nul tel que ¢ = e, on a r = 0, donc d|k.

Réciproquement supposons que z? = e et pour tout k € Z, 2% = ¢ = d|k. Soit m € N* tel que 2™ = ¢ alors
d|m donc d < m, donc d est le plus petit entier naturel non nul tel que z¢ = e donc d est I'ordre de z. W

Proposition 1.1.11. Soit « € G et d € N*. Alors x est d’ordre d si et seulement si (x) est cyclique de
cardinal d.
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Preuve. Si x est d’ordre d alors, (x) = {z¥/k € Z} et pour tout k € Z, on a ¥ = 2" ot 7 est le reste de la
division euclidienne de k par d. Il en découle que (z) = {z"/0 < r < g}, donc (x) est fini, donc cyclique.
Réciproquement si (x) est cyclique alors il existe au moins k,¢ € Z tel que k < £ et ¥ = z’, donc en
posant m = £ — k, on a m € N* et 2™ = e, donc x est d’ordre fini. Notons d 'ordre de x, on a vu que
(z) = {2"/0 < r < d} donc card({z)) < d,orsi 0 <k < ¢ < det 2*¥ = 2 alors 2™ = e ot m = £ — k donc
m < d. Par définition de d on a forcément m = 0, donc pour tout k,¢ € {0,...,d— 1}, on a

k0= aF #£at

donc card({z)) > d,donc card((z)) = d, [ |

1.1.6.3 Cas des groupes finis

Proposition 1.1.12. Si G est un groupe fini de cardinal n alors : Vx € G, 2™ = e
Ce théoréme est admis, et voici une preuve dans le cas ott G est commutatif :
Preuve. Soit G un groupe commutatif de cardinal n et soit a € G. L’application : v : G — G;z +— ax est

une application bijective de G vers G en effet elle est injective puisque pour tout z,y € G,ax =ay =z =y
par régularité et elle est surjective car Vo,y € G,ax = y < x = a~ 'y, il en découle que [[ =z = [] u(x).

z€G z€G
Hu(m)zHaxza”Hx

zeG zeG zeG

Or et grace a la commutativité :

donc a" = e. [ |

Corollaire 1.1.1. Si G est un groupe fini de cardinal n alors tout élément x de G est d’ordre fini et si d est
lordre de x alors d divise n.

Preuve. Soit G un groupe fini et n = card(G). Pour tout z € G on a 2™ = e, donc z est d’ordre fini et si
d est Vordre de z, alors d’aprés la proposition 1.1.10, on a d|n. [ ]

1.1.7 Etude des groupes monogéne

1.1.7.1 Les groupes monogéne Z et Z/nZ

Proposition 1.1.13. Le groupe monogeéne Z admet exactement deux générateurs a savoir 1 et —1. Le groupe
Z/nZ est cyclique dont les générateurs sont k tel que k € [1,n] et k An = 1.

Preuve. Si a est un générateur de Z, comme 1 € Z, il existe k € Z tel que 1 = ka donc a|l, donc a € {-1,1}.

Soit k € {1,---,n}. Si k est un générateur de Z/nZ alors 1 = uk avec u € Z donc uk = 1 [n] donc il existe
v € Z tel que uk —1 = —on c’est-a-dire uk +vn = 1; par le lemme de Bezout k An = 1. Si réciproquement
k An =1 alors par Bezout il existe u,v € Z tel que uk +vn = 1 donc pour tout « € Z on a z = xuk + zvn
donc T = (zu)k donc k est un générateur de Z/nZ. |

1.1.7.2 Classification et générateurs

Proposition 1.1.14. Si G = (a) est un groupe monogéne alors ¢, : Z — G,k — a* est un morphisme
surjectif de groupes.

Preuve. Surjectif par construction. Morphsme car si k, £ € Z alors @4 (k + £) = a*T* = a*a’ ]

Proposition 1.1.15. Si G = (a) est un groupe monogéne alors soit G est infini auquel cas G est isomorphe
a Z et les générateurs de G sont a et a~1, soit G est fini auquel cas G est isomorphe & Z/nZ ot n = card(G)
et les générateurs de G sont a* avec k € [1,n] et k An = 1.
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k est un

Preuve. Soit G = (a) un groupe monogeéne. D’aprés la proposition 1.1.14 ¢, : Z — G;k — a
morphisme surjectif de groupes.
e Si ¢, est injectif alors ¢, est un isomorphisme de groupe. Soit alors b un générateur de G. Pour tout
r € Z on a g,(r) € G donc il existe k € Z tel que ¢,(z) = b* donc x = ;1 (b*) = kp; (b) de sorte que
o 1(b) est un générateur de Z, donc ¢, 1(b) € {—1,1} par suite b = a ou b = a~*. Ainsi G est monogéne
infini isomorphe & Z dont les seuls générateurs sont a et a~'.
e Si ¢, n’est pas injectif alors ker(p,) # {0} donc il existe k € Z tel que k # 0 et p,(k) = e donc a* = e
donc a=* = (a*)~! = e donc a™ = e ott m = |k|, donc a est d’ordre fini. Soit alors n I'ordre de a et
I’application :

Y :Z/nZ — Gk — d.

Tout d’abord, 1 est bien définie car si k = ¢[n] alors il existe ¢ € Z tel que £ = k+gn donc a’ = a*(a™)? = a*
donc a* ne dépends pas du représentant de la classe k.

Ensuite ¢ est surjectif par construction et finalement injectif car si k € ker alors a* = e donc n|k donc
k =0. Ainsi G est un groupe cyclique isomorphe & Z/nZ. Si b est un générateur de G alors comme b € G,
onab=akaveckec {l,--- ,n}. Siz€Z/nZ alors (z) € G donc il existe £ € Z tel que ¥(z) = b* = a**

donc x = ¢~ 1(x) = lk = (k, ce qui prouve que k est un générateur de Z/nZ, donc par la proposition 1.1.13
il vient que k An = 1. Ainsi les générateurs de G = {a) sont les a* avec k € [I,n] et k An = 1. |

k

Corollaire 1.1.2. Tout groupe monogéne est commutatif.

Preuve. Un tel groupe est isomorphe soit & Z soit & un certain Z/nZ, lesquels sont commutatifs. ]

1.1.8 Exercices

Exercice 1 : Soit G un groupe monogéne. Démontrer que si G est monogéne infini, tout sous-groupe de G est
monogéne infini et si G est cyclique tout sous-groupe de G est cyclique.

Exercice 2 : Démontrer que tout groupe de cardinal un nombre premier est cyclique.

Exercice 3 : Montrer que si a,b € G tel que ab = ba et a et b d’ordres respectifs m et n et m An =1 alors ab
est d’ordre mn.

1.2 Anneaux et corps

1.2.1 Anneaux

1.2.1.1 Généralité sur les anneaux

Definition 1.2.1

Un anneau est un triplet (A, L, x) tel que

1. A est un ensemble non vide.
(A, L) est un groupe commutatif.
* est associative.

* admet un élément neutre.

SO

* est distributive par rapport a L.

\.

Remarque. On adoptera par la suite la notation additive pour la premiére loi et la notation multiplicative
pour le seconde et on abrégera en disant 'anneau A.

Exemples. 1. L’anneau Z des entiers relatifs.
2. L’anneau &/ (X, A) des application d’un ensemble non vide X vers un anneau A.

3. L’anneau K[X] des polyndmes.
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Definition 1.2.2

Soit A un anneau. On appelle sous-anneau de A toute partie B de A tel que :
1. B est un sous-groupe du groupe (A, +)
2. B stable par x
3. 14 € B.

1.2.1.2 Groupe des inversibles d’un anneau

Si A est un anneau, on note % (A) I'ensemble des éléments inversibles de (A4, x).

Proposition 1.2.1. % (A) est stable par x et (% (A), x) est un groupe appelé groupe des inversibles de
Panneau A.

Exemples. Z* = {-1,1}, R* = R*, K[X]* = K, M, (K)* = GL,(K)

1.2.1.3 Produit fini d’anneau

Proposition 1.2.2. Si (A, 4+, X&), k € [1,m] sont des anneaux, on munit

m
A=TJ 4
k=1
des lois de composition internes + et x tel que, pour tout x = (z) € Aet y = (yx) € A :

(zr) + (yk) = (Tk +ryk) et (@x) X (yr) = (Tk Xk Y&)-

Alors (A, 4+, X) est un anneau. De plus, le groupe des inversibles de A est donné par :

U (A) = ﬁ%(Ak).
k=1

1.2.1.4 Morphismes d’anneaux

Definition 1.2.3

A et A’ sont deux anneaux. Une application f : A — A’ est un morphisme d’anneau si :
+y) = +
vo e ar | 1ETD=1@)+ 10
fl@xy) = f(z) x fy)

f(la) =1a

Proposition 1.2.3. Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux. Si f est bijective alors f ! est un morphisme
d’anneau de A’ vers A

Proposition 1.2.4. f : A — A’ un morphisme d’anneau. f est injectif si et seulement si ker(f) = {x €
A/ f(x) =0} est réduit & {0}. f est surjectif si et seulement si Im(f) = A’

1.2.1.5 Anneau intégre

Definition 1.2.4

Soit A un anneau. On appelle diviseur de zero tout élément a € A tel que a # 0 et il existe b € A tel que
b#0etab=0ouba=0 A est intégre s’il n’ a pas de diviseur de zero.
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Remarque. A est intégre si :

V(z,y) € A2 zy=0=>2=0 ou y=0

1.2.2 Corps

Definition 1.2.5

On appelle corps tout anneau commutatif A tel que Z (A) = A*

Remarque. Un corps est un anneau intégre (K, +, X) (en particulier K* est stable par x), tel que (K*, x) est
un groupe commutatif.

Definition 1.2.6

Soit K un corps. On appelle sous-corps de K toute partie K’ de K tel que K’ est stable par les lois de
K et muni des lois induites K’ est un corps.

Remarque. Si K’ est un sous-corps de K alors K'* est un sous-groupe de K* par suite on a en particulier le
méme élément neutre pour la multiplication pour K et K’ et le méme inverse pour tout x € K'.

1.2.3 1Idéal d’un anneau

1.2.3.1 Généralités

Definition 1.2.7

Soit A un anneau commutatif. On appelle idéal de A toute partie I de A tel que :

1. I est un sous-groupe de (A, +)
2. V(a,z) e AxIax el

Remarque. {0} et A sont deux idéaux de A (les idéaux triviaux)

Proposition 1.2.5. Soient A un anneau commutatif et A’ un anneau. Pour tout morphisme d’anneau
f:A— A on aker(f) est un idéal de A.

Proposition 1.2.6. Soit A un anneau commutatif et * € A. Alors zA = {za/a € A} est un idéal de A
appelé idéal engendré par x.

Sily,--+, I, (m >2) sont des idéaux de A, on note :

m

=L+ +Ln={x1 4+ +am/(x1, &m) €[ X - x I},
k=1

Proposition 1.2.7. Si I et J sont deux idéaux de A alors I + J et I N J sont deux idéaux de A.

m m
Généralement, si (Iy)1<k<m est une famille d’idéaux de A alors > Iy et () I sont des idéaux de A.
k=1 k=1

Remarque. OnalnJ clIcCIl+J.

m

Généralement pour tout k € [I,m],ona: (| I[; CI C > I;.
j=1 j

Jj=1

1.2.3.2 Idéaux et divisibilité dans un anneau commutatif intégre

Dans tout ce qui suit A est un anneau commutatif et intégre.

Definition 1.2.8

Soit (a,b) € A%. On dit que a divise b 'il existe ¢ € A tel que b = ca. On dit aussi b est un multiple de
a ou a est un diviseur de b.
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Definition 1.2.9

Si (a,b) € A% tel que b = a et ¢ inversible on dit que a et b sont associés.

Remarque. Pour tout a,b,c € Aon a:
1. ala
2. alb et blc= alc
3. Si alb et bla alors a et b sont associés.

Proposition 1.2.8. Soit (a,b) € A%2. On a : alb < bA C aA

Preuve. Si alb Soit = € bA, alors Jy € A,z = by, or dc € Ab = ca, donc & = by = cay = az avec
z = cy € A. Réciproquement, Si bA C aA alors comme b € bA,on ab € aA, donc Ic € A,b=acetalb. N

1.2.4 Le cas A=7 ou A=K|[X], ou K est un sous-corps de C
Dans tout ce qui suit, A désigne 'un des anneaux commutatifs intégres Z ou K[X], o K est un sous-corps de

C.

1.2.4.1 Division euclidienne dans A

Théoréme 1.2.1. 1. Pour tout (a,b) € Z x Z*, il existe un et un seule couple (g,r) € Z? tel que :

a=bqg+r
0<r<|b

C’est la division euclidienne de a par b. On dit que g est le quotient et r le reste dans la division
euclidienne de a par b.

2. Pour tout (P, B) € K[X]? tel que B # 0, il existe un et un seule couple (Q, R) de polynémes tel
que :

P=BQ+R
deg(R) < deg(B)

C’est la division euclidienne de P par B.

Remarque. Si a = bg+ r est la division euclidienne de a par b dans 'anneau A, alors on donne les apelations
suivantes :

1. a est le dividende.

2. b est le diviseur : il doit étre non nul.
3. g est le quotient.
4

. 7 est le reste : il vérifie r < s(b) avec s(b) = |b| dans le cas de A = Z et s(b) = deg(b) dans le cas de
A =K[X].

1.2.4.2 Les idéaux de A

Proposition 1.2.9. Tout idéal de A est de la forme aA avec a € A.
Précisément :

1. Pour A =7 : Tout idéal .# de Z il existe un et un seule entier naturel n tel que & = nZ.

2. Pour A = K[X] : Pour tout idéal non nul .# de K[X], il existe un et un seule polynéme unitaire P
tel que # = PK[X]

Preuve. On va donner la preuve pour les deux cas : le cas A = Z et le cas A = K[X].

1. Lecas A=7:
e D’abord, pour tout n € N, il est aisé de vérifier que nZ est un idéal de Z.
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e Soit I un idéal de Z. Si I = {0} alors I = 0Z. Sinon, I # {0}, donc il existe k € Z* tel que k € I,
donc —k € I et par suite en posant m = |k|, on am € I NN*. Il en découle que I NN* est une partie
non vide de N* et par suite elle admet un plus petit élément. Posons donc n = min(7 N N*). On va
démontrer que I = nZ. Remarquons déja que nZ C I car n € I est I est un sous-groupe de (Z,+).
Réciproquement si x € I, la division euclidienne de x par n s’écrit x = gn +r avec (x) 0<r < n.
Onar=x—ngetxecletneldoncx—ngeletrel, doncrelNN. On ne peut pas avoir
n € INN* car, par définition de n, on aurait n < r, ce qui aurait contredit la condition (*) ci-dessus
de la division euclidienne. Donc 7 = 0 et z = ngq, donc x € nZ et finalement I = nZ. Pour finir,
supposons que I est un idéal de Z tel que I = nZ = mZ avec n,m € N. Par la proposition 1.2.3.2,
on a n|m et m|n et comme n,m € N on a n =m, ce qui prouve 'unicité.

2. Le cas A = K[X].

eSi A = {0}, il est clair que A = 0K[X].

eSi A # {0}, Pensemble J = {deg(P)/P € I} est une partie non vide de N, donc admet un plus
petit élément qu’on note m. Cela veut dire qu'’il existe un polynéme Py € I tel que deg(FPy) = m.
On va prouver que I = PyK[X]. Remarquons tout de suite que PyK[X] C I puisque Py € I et
I est un idéal de K[X]. Réciproquement, soit P € I, la division euclidienne de P par P, donne
P =QPy+ R avec deg(R) <m.Ona R=P —QPydonc Re I (car PPy € I.Si R # 0, on
aurait deg(R) < m et R € I, ce qui contredirait la définition de m, donc R = 0 et P = QP donc
I ¢ PyK[X]. Ainsi on a prouvé que I = PyK[X]. Si on note Py = Wlpo)POO ou cd(Py) désigne le
coefficient dominant de Py, on a PyK[X] = POK[X] puisque P, et Py sont associés, donc chacun
divise lautre et la proposition 1.2.3.2. On a donc prouvé que si I est un idéal non nul de K[X], il
existe un polynome unitaire P; € K[X] tel que I = P;K[X]. Montrons I'unicité¢ d’un tel polynoéme :
Si P; et P, sont unitaires et PyK[X] = P,K[X] alors P;|P et P| Py, donc il existe ¢ € K* tel que
Py =cP; et comme 1 =cd(P;) =ccd(Py) =conac=1et P, =Py, ce qui termine la preuve.

Remarque. Si .# est un ideal de A, quand on parlera de 'unique générateur a de A alors a = 0 si ¥ est
nul et 'unique n € N* tel que . = nZ si £ est non nul et A = Z et a I'unique polynéme unitaire P tel que
4 = PK[X]si A=K[X].

1.2.4.3 p.g.c.d., p.p.c.m. dans A

Definition 1.2.10

Soit (a,b) € A2 tel que a # 0 et b # 0. L'unique générateur § de I'idéal aA + bA s’appelle le plus grand
diviseur de a et b. L'unique générateur p de l'idéal aA N bA s’appelle le plus petit multiple commun de
a et b.

Notation : Onnote § =aAbet u=aVb

Remarques. On note les remarques suivantes :

1. On peut généraliser pour plusieurs éléments non nuls ag,--- ,a,, de A. On a :

(al/\~~~/\am)A:ZakA

k=1
et
m
(al\/---\/am)Az ﬂ akA
k=1
2. Sia,beZ* alors :
ap = anb=|a| < aVd=|b.
3. Pour tout polynéme non nul P, on note :

P = (cd(P))"'P.

Si P,Q € K[X]\{0}, alors
PIQePANQ=P&PVQ=Q.
Pour tout @ € A, on notera D, = {x € A/z|a}, c’est-a-dire que D, est I’ensemble des diviseurs de a. La

proposition ci-dessous explique que si a et b sont des éléments de A, 'ensemble des diviseurs communs de a et
b n’est autre que ’ensemble des diviseurs du plus grand diviseur commun de a et b.



1.2. ANNEAUX ET CORPS 17

Proposition 1.2.10. 1. Soit a,b € Z et § € N*| alors :
d=aAbs D,N Dy = Ds
2. Soient P,Q, A € K[X] tel que A est unitaire et P et @ non tous nuls, alors :

AZP/\Q@DPQDQZDA

Preuve. On va donner la preuve dans le cas de A = Z, celle de A = K[X] sera similaire.
1. Cas A=7:

a=uzxd

e Supposons que 0 = a A b Soit x € D, N Dy alors il existe a’, b’ € Z tel que | i comme
b=axb

07 = aZL+VZ, il existe u,v € Z tel que 6 = au+bv = z(a’u+b'v) = 26" avec §' = a’u+b'v € Z, donc

x € Ds. Réciproquement, soit € Dy alors z|0. Comme 0Z = aZ + bZ, on a aZ C 67 et bZ C §Z

donc dla et §|b et comme x|d on a z|a et z|b donc D, N Dy = Ds.

e Réciproquement si D, N Dy = Dy, posons d = a A b, donc D, N Dy = Dy, donc Dy = Ds, par suite

d|o et d|d, et comme d,d € N, on ad=3.

2. Cas A = K[X] : la preuve est la méme.

1.2.4.4 Algorithme d’Eucilde

Proposition 1.2.11. Soit (a,b, o, 8) € A*. Sia=ab+ 3, alorsaAb=bA B

Preuve. On va démontrer que aZ + bZ = bZ + BZ. Soit x = au+ bv € aZ + bZ, alors x = u(ab+ ) + bv =
(au+v)b+upB, donc x € bZ + BZ. Soit x = bu+ Pv € bZ+ BZ, alors x = bu + v(a — ab) = va + (u — aw)b,
donc x € aZ + bZ, d’ou ’égalité ensembliste établie et par suite la proposition 1.2.11 |

Proposition 1.2.12. Soit (a,b) € Z2 tel que ab # 0, alors a A b est le dernier reste non nul dans les divisions
euclidiennes successives de a par b.

Proposition 1.2.13. Soit (P, Q) € K[X]? tel que PQ # 0, alors PAQ est le dernier reste non nul, normalisé
dans les divisions euclidiennes successives de A par Q.

1.2.4.5 Identité de Bezout, lemme de Gauss

Proposition 1.2.14. Soit (a,b) € A2, alors

aAb=1% I(u,v) € A%, ua+vb=1

Remarques. On peut généraliser :

m

al/\.../\amzlﬁa(ul’...7um)€Am’ Z’U,kak::l
k=1

albe
Proposition 1.2.15. Soit (a,b,c) € A3. On a : | = alc
anb=1
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1.2.4.6 Irréductibles de A

Definition 1.2.11

Un élément a de A est irréductible si a est non inversible et :

Vb e A, bla = binversibleoubet asont associés

Ainsi un irréductible de A est un élément non inversible a de A dont les seules diviseurs sont de la forme & ou
ca avec € € % (A). Autrement dit I’ensemble des diviseurs de a est D, = % (A) UaZ (A).

Proposition 1.2.16. Les irréductibles de Z sont les nombres premiers.

Preuve. Si p est premier alors p n’est pas inversible car p # 1 et p # —1, par ailleurs les diviseurs de p sont
les éléments de {1, —1,p, —p} = % (Z) U p% (Z).

Réciproquement si p est un entier non inversible dont les seuls diviseurs sont —1,1,p et —p alors par
définition, p est premier. |

Proposition 1.2.17. Les irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.
Les irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les trinomes de la forme aX? + bX + c tel que

a#0
(a,b,c) € R3 et 7 .
b%2 —4dac < 0
Preuve. Voir cours de M.P.S.1. [ |

On note P 'ensemble des nombres entiers naturels premiers.

Théoréme 1.2.2. Pour tout nombre entier relatif  non inversible et non nul il existe un unique s € N* |
un unique ¢ € {—1,1}, un unique (a1, --,as) € (N*)® et un unique (p1,--- ,ps) € P? tel que :

p1 < <ps

S
x=c [[ pp*
k=1

Théoréme 1.2.3. Pour tout polynéme non nul et non inversible @ € K[X], il existe un unique £ € K*, un
unique s € N*, un unique (aq, -+, as) € (N*)*, et, & une permutation prés, un unique (P, --- , P;) € K[X]*
tel que :
Vk € [1,s], Py est unitaire irréductible
S
Q=c¢ [ A"
k

=il

1.3 7Z/nZ : Compléments

1.3.1 L’anneau Z/nZ

On rappelle que Z/nZ muni des lois + et x tel que :

el
+
~I
Il
B
+
~

Ykl € Z,

ENl
X
~lI
Il
o~
+
~

est un anneau commutatif non intégre en général.

Proposition 1.3.1. Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier si et seulement si Z/nZ est un corps.
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1.3.2 Le groupe des inversibles de ’anneau Z/nZ.
1.3.2.1 Inversibles de Z/nZ
Proposition 1.3.2. Le groupe des inversible de Z/nZ est :
U (Z)nZ) = {k/k € [1,n]/k An =1}
Ainsi le groupe des inversibles de ’anneau Z/nZ coincide avec 'ensemble des générateurs du groupe additif

Z/nZ.

Preuve. Si k € Z tel que k est inversible, alors il existe ¥’ € Z tel que kk/ = 1, donc kk’ = 1 modulo n
donc il existe k" € Z tel que kk' — 1 = k"n donc uk + vk = 1 avec (u,v) = (k, —k') [ |

Remarque. On a k € %(Z/nZ) si et seulement si k An = 1, non seulement pour tout k € [1,n], mais pour
tout k € Z. En effet, si r est le reste dans la division euclidienne de k par nona kAn=rAnet k=T7.

1.3.2.2 Théoréme d’Euler
Corollaire 1.3.1. Pour tout n € N* et tout kK € Z, on a :
kAn=1=k*™ =1 [n]

Preuve. Soit r le reste de k dans la division euclidienne par n alors r An = 1 et 7 dans le groupe des
inversibles dont le cardinal est ¢(n), donc 7#(") =T, comme 7 = k, le résultat en découle. [ |

Corollaire 1.3.2. Si p est premier alors :
1. Pour tout k € Z tel que p ne divise pas k on a kP~ =1 [p]
2. Pour tout entier k on a k? =k [p]

1.3.2.3 Lemme des restes chinois

Théoréme 1.3.1. Sim et n sont des entiers naturels non nuls premiers entre eux alors les anneaux Z/mnZ
et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes.

Preuve. Pour tout © € Z, on note T , T et ¥ les classes de x modulo m,n et mn respectivement. Soit
f:Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ tel que f(Z) = (T, %) pour tout x € Z.

: L ., z =y [m]
Tout d’abord, f est bien définie car si x = 2’ [mn] alors

=y [n]

Ensuite f _est un morphisme d’anneau car :
o f(1)=(1,1).
e pour tout z,y € Z, on a :

— ——

f@G+y)=fle+ty=@+y,r+y)=@T+y7+9) =77+ @9 = f(@)+ f(©)

e Pour tout x,y € Z, on a :

— —

f@Exy) = flexy) =@xyzxy) =@ xy,zxy)=(T,7) x (4,9 = f(@) < f(y)

f est injectif car si pour z € Z, f(Z) = 0 alors (Z,2) = (0,0) donc m|z et n|z et comme m An = 1
alors mn|z et par suite # = 0, donc ker f = {0}, et f est injectif; et comme les ensembles Z/mnZ et
Z/mZ x Z/nZ sont finis de méme cardinal, a savoir mn, Papplication f est bijective et c’est donc un
isomorphisme. ]
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Corollaire 1.3.3. Soit m,n € N non nuls tel que m A n = 1. Pour tout (a,b) € Z2, le systéme :

admet des solutions. Si x est une solution alors ’ensemble des solutions est . = xy + mnZ.

Preuve. z est une solution du systéme (1) si et seulement si f(Z) = (@,b), et comme f est surjective , le
systéme admet une solution au moins ( f surjective).

Si zp et x sont des solutions de (1), alors m € ker f, et comme f est injective cela veut dire que
& — xg = 0 donc mn|(z — zo). [ |

Remarques. On peut faire les remarques importantes suivantes :

1. Une méthode pratique pour trouver une solution du systéme (1) : Comme m A n = 1 alors il existe
(u,v) € Z?% tel que mu + nv = 1. Si on pose x¢ = bmu + anv alors zo est une solution de (1).

2. On peut généraliser : Soit nq, - - ,ns une famille d’entiers naturels deux a deux premiers entre eux (avec
S

s > 2). Posons n = kHI ny. et pour tout k € [1, s, posons nj, = 7= On voit que ny A n}, = 1,pour tout

k € [1,s]. Par le lemme de Bezout il existe uy, u) € Z tel que : ugny + ujn), = 1 Posons ¢, = u).n), alors

er=1 [nk]

e; =0 [ng],Vj € [1,s],5 #k

S
de sorte que si on pose g = ) ¢;a; alors zo est une solution du systéme :
j=1

x = ak [ng], Yk € [1, ]
1.3.2.4 Conséquence : l’indicatrice d’Euler est multiplicative.
Proposition 1.3.3. Si m,n € N* tel que m An =1 alors

p(mn) = @(m)p(n)
On dit que la fonction ¢ est multiplicative.
Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoréme 1.3.1, puisque le groupe des inversibles d’un an-

neau produit est le produit des groupes des inversibles des anneaux associés. Donc % (Z/mZ x Z/nZ) =
U (Z)nZ) x % (Z/mZ) ; par passage aux cardinaux, on a p(mn) = ¢(m)e(n).

1.3.2.5 Résumeé des propriétés de l’indicatrice d’Euler
Pour tout n € N*, on note ¢(n) = card(% (Z/nZ)). L’application ¢ s’appelle 'indicatrice d’Euler. Elle posséde
les propriétés suivantes :

1. Pour tout n € N*| p(n) est le nombre des générateurs du groupe additif Z/nZ.

2. Pour tout n € N*, ¢(n) est le nombre des inversibles de 'anneau Z/nZ.
3. Pour tout entier naturel premier p, on a : p(p) =p — 1.
4

. Pour tout entier naturel premier p, et tout entier naturel non nul o, on a :

S
5. Sin € N tel que n = [] pp* avec s € N*, ay,--- ,as € N* et py,---,ps des nombres entiers naturels
k=1

premiers deux & deux distincts alors :

o=efi0-3)
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1.4 Structure d’algébre
1.4.1 Deéfinitions

Soit K un corps.

Definition 1.4.1

On appelle K—algébre un quadruple (7, +, x,.) tel que :
(1) (&, 4, x) est un anneau.
(2) (#,+,.) est un K—espace vectoriel.
(3) Y(a € K)(V(z,y) € #?) a.(z xy) =1 x (a.y) = (a.z) X y.

.

Remarques. On retient les remarques suivantes :

1. Si on ajoute :
(4) X est commutative,
on parle d’algébre commutative.

2. Notons que si (&, +, X, .) est une algeébre alors x admet un élément neutre 1.

3. Si (&, +, X, .) est une K—algebre alors pour tous z,y € & et tous o, 8 € K, on a
(@B).(x x y) = (aa) x (B) = 2 x ((aB) ) = (@.(B2)) X y = ..

Exemples :

—

. Si (K, +, x) est un corps alors (K, +, x,.) est une K—algebre.

[\

. Si X est un ensemble non vide et & est une K—algébre alors (&%, +, x,.) est une K—algébre, avec
fHg@)=f(z)+gx); fxglx)=f(x)xglx) et (a.f)(z) = a.f(x), pour tout z,y € X et a € K.
(K[X], +, X, .) est une K—algébre commutative.

. (L(E),+,0,.) et (M,(K),+, X,.) sont des K—algebres.

> W

1.4.2 Sous-algébre

Definition 1.4.2

Soit & une algébre. On appelle sous-algébre de .« toute partie &/’ de & tel que :
(1) o est un sous-anneau de 'anneau 7.

(2) o/ est un sous-espace vectoriel de espace vectoriel 7.

Remarque. Si 7’ est une sous-algébre de o alors &7’ est stables par toutes les lois de & et (&’,+, X,.) est
une K—algébre.

Proposition 1.4.1. Pour que 7/ soit uns sous-algébre de 7, il suffit que :
1. 1y,ed’
2. VA eK,V(z,y) € &%, z+Iyed
3. V(z,y) € #?, wzyed

Exemples. Dans tout ce qui suit K désigne R ou C et n est un entier naturel non nul.

1. 7,7 (K) et 7,7 (K) ensembles des matrices triangulaires supérieures et inférieures respectivement
sont des sous-algebres de M,,(K). Leur intersection D,,(K), 'ensemble des matrices diagonales est
aussi une sous-algébre de M,,(K).

2. Soit A une matrice fixée de M, (KK) et pour tout polynéme P = >~ ax X" on pose P(A) = 3. azA*.
k=0 k=0
On verra loin en algébre linéaire que si A € M,,(K) alors K[A] = {P(A)/P € K[X]} est une sous-
algebre commutative de M,,(K), appelée 1'algébre des polyndémes en A.

3. Plus généralement si A est une K—algébre et § € A, alors K[f] = {P(6)/P € K[X]} est une
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| sous-algeébre commutative de A.

1.4.3 Morphisme d’algébre

Definition 1.4.3

On appelle morphisme d’une algébre 7, +, x,.) vers une algébre &7/, +, x,.) toute application f : & —
' tel que :

1. f est un morphisme d’espace vectoriels de & vers &/’

2. f est un morphisme d’anneaux de &7 vers <’.

Proposition 1.4.2. Pour que f soit un morphisme d’algébre de .« vers &/’ il faut et il suffit que :
1 f(ly) =1
2. VN z,y) e Kx o x o, flz+Xy) = f(z)+ M (y).
3. V(z,y) € 7% f(ay) = f(z)f(y).

Proposition 1.4.3. Soit f : &/ — &/’ un morphisme d’algébres de l'algébre & vers 'algébre &’ ; alors
f (&) est une sous-algébre de o7’. Si de plus & est commutative, il en est de méme de f(<7).
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