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Avant-propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants du cycle de préparation & ’agrégation d’in-
formatique (premiére année). Il a pour objectif de fournir une synthése structurée des
notions fondamentales d’analyse mathématique nécessaires & cette préparation.

Le document couvre I'essentiel des résultats et des définitions classiques de I'analyse
enseignée aux niveaux Licence (L1-L3). Les thémes abordés incluent notamment les
suites et séries, les fonctions réelles, les limites, la continuité, la dérivation ainsi que les
principaux résultats d’analyse indispensables 4 la formation mathématique des agrégatifs.

Le polycopié se conclut par une introduction au calcul différentiel des fonctions de
plusieurs variables, en particulier les fonctions de deux et trois variables, qui constituent
un prolongement naturel de I’analyse d’une variable réelle.

Le choix pédagogique adopté dans ce document est volontairement synthétique. On
y trouvera essentiellement :

— les définitions fondamentales,

— les théorémes et résultats essentiels,

— ainsi que des exercices d’entrainement.

Les preuves des résultats, les exemples illustratifs, les applications ainsi que la correction
détaillée des exercices seront développés et discutés durant les séances de cours. Ce choix
permet de privilégier I'interaction pédagogique en classe et d’encourager la réflexion active
des étudiants.

Ce polycopié se veut ainsi un support de travail et de révision, permettant aux étu-
diants de disposer d’un cadre clair et organisé des notions essentielles d’analyse nécessaires
& leur préparation.

Enfin, Pauteur espére que ce polycopié constituera un outil utile tant pour 'appren-
tissage de ’analyse réel que pour la compréhension de ses nombreuses applications en
informatique.



Analyse et calcul différentiel Agrégation— Info R. Tahiri




Table des matiéres

L Suites et fonctions numériques|

[1.1 Proprmiétés de R . . . . . . . . .
[1.2  Suites numériques|. . . . . . . . L
[1.3  Fonctions numériques|. . . . . . . . . . ..
.31 Deéfinitions] . . ... .. . . .
[.3.2 Timite d'une fonction| . . . . . . .. ..o o000
133 Contimmtél. . . . .. . . ... .
L4 dérivabilitél . . . . . ..
Lo Convexitél . . . . . . e e e e e e e e
[1.6 Développements limités| . . . . .. ... ... ... L.
[1.6.1 Deéfinitions et propriétés| . . . . . . . ... ..o
[1.6.2  Développements limités généralisés| . . . . . . . .. . ... .. ...
[1.6.3  Développements limités au voisinage de I'infini] . . . . . . .. ...
1.7 Exercices de chapitrel . . . . . ... .. . o

2 Calcul intégrale|

2.1 Primitives| . . . . . ..o
[2.2 Intégrale d'une fonction continue sur un intervalle] . . . . . . .. ... ..
2.3 Intégrales généralisées| . . . . . . . . . L o
2.4 Exercices de chapitre| . . . . . . ... Lo

I3  Séries numériques|

I;ill g‘!(ll(:li!]ll( I ...................................
[3.2  Séries a termes positifs| . . . . . ..o
3.3  Comparaison avec une intégrale| . . . . . .. .. . ... 0oL,
I;il l :i{:l igt i!lls:lll(:s:{l .................................
3.5  Convolution de sériesl . . . . . . . . . . . ...
[3.6  Exercices de chapitre| . . . . . . ... oo

I Calcul dGiffz ol

IIll l !!ll!lis!llt !1§ !1§: lzg &ill‘l;ll!ls:t i\l &;llg lll lg’g:lls: | .................
4.1.1 Exemple mathématique et détimition| . . . . . . . . . . ... . ...
4.1.2  Exemple en physique| . . . . . . . ... oL

13
13
14
15
17
20
21
21
24
24
25

35
35
35
38
40

51
51
53
29
56
o7
o8



Analyse et calcul différentiel Agrégation— Info R. Tahiri

4.1.3  Représentation graphiquel . . . . . . . . . ... ... L. 66
4.2 Dérivées partielles| . . . . . . . ... L Lo 66
4.2.1 Rappel : dérivée d'une fonction| . . . . . . ... ... ... L. 66
[4.2.2  Calcul des dérivées partielles] . . . ... . ... ... ... .. ... 66
4.2.3  Dérivées partielles d’ordre supérieur| . . . . . . . . ... ... ... 66
4.3 Fonction de n vamabled. . . . ... .. ... oo 67
4.4 TFonctions a valeurs vectorielles . . . .. ... ... .. ... ... ... .. 67
441 Généralisation| . . . . . . . ... L L L oo 68
4.5 Calculs de limites et continuité des fonctions de plusieurs variables| . . . . 68
4.5.1 Technique de recherche de limites|. . . . . ... ... ... ... .. 68
4.6 Notion de différentiabilitél . . . . . . . . ... ... oL 70
4.6.1 Applications inéaires|. . . . . . . . . ... oL L. 70
4.6.2 Calcul différentiell. . . . . . . . . ..o 71
463 Fonctions R™ — RPf. . . . . . . .. ... .. ... ... . 72
4.6.4  Application différentiellel . . . . . . ... .00 oo 72
4.6.5  Différentielldl . . . . . . . . . L 73
4.6.6 Développement limité d'ordre 1) . . . . . . . . . ... ... L. 73
4.6.7 Expression de la diftérentielle] . . . . . . . ... o000 73
468 Gradientl. . . . . . ..o oo 74
[4.6.9 Matrice jacobienne| . . . .. ..o 74
4.6.10 Jacoblenl. . . . . . ... oo 74
M. 7 Recherche d’extremal . . . . . . .. ... ... 75
4.7.1 Pomts critiques| . . . . .. ... L 75
M. 7.2 Matrice hessiennel. . . . . . . . ..o 75
U.73 Caractérisation des extremal . . . . . . . . ... .. ... 75
474 Casdeladimension2 ... ... ... . ... .. ... ..., 75
4.8  Exercices de chapitre| . . . . . . ... oL 76




Chapitre 1

Suites et fonctions numériques

1.1 Propriétés de R

Les notions d’ensembles, les propriétés usuelles des ensembles ainsi que les relations
sont supposées connues.

Définition 1.1. Soit E un ensemble et R une relation binaire définie sur E.
— On dit que R est réflexive si

Vere E, xzRzx.
— On dit que R est symétrique si
Y(z,y) € E?, zRy=yRuz.
— On dit que R est antisymétrique si
Y(z,y) € E?, (zRyetyRz)=x=y.
— On dit que R est transitive si
V(z,y,2) € E*, (zRyetyRz)= xRz

La relation R est appelée relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et
transitive.

Définition 1.2. Soit R une relation définie sur un ensemble F.
— On dit que R est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et
transitive.
— Dans ce cas, le couple (E,R) est appelé ensemble ordonné.
— Si, de plus,
V(z,y) € E?, zRyouyRuz,

alors on dit que (F,R) est totalement ordonné.

7
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Propriété 1. L’ensemble (R,+, x) est un corps commutatif.

Définition 1.3. Soit (E, <) un ensemble ordonné et F' une partie non vide de E.
— Un élément M € E est appelé majorant de F si

VeeF, x<DM.
— Un élément m € E est appelé minorant de F' si
Vee F, m<uz.

— On dit que F' est majoré s’il admet au moins un majorant.
— On dit que F est minoré s’il admet au moins un minorant.
— On dit que F est borné s’il est a la fois majoré et minoré.
— S’il existe ¢ € F tel que

Ve e F, x<g,

alors ¢ est appelé plus grand élément de F.
— S’il existe p € F tel que
Vre F, p<u,

alors p est appelé plus petit élément de F.

Définition 1.4. Soient (F, <) un ensemble ordonné et F' une partie non vide de E.
— On appelle borne supérieure de F, notée sup(F), le plus petit élément, s’il
existe, de I’ensemble des majorants de F.
— On appelle borne inférieure de F', notée inf(F'), le plus grand élément, s’il existe,
de I’ensemble des minorants de F'.

Propriété 2 (Propriété de la borne supérieure). Toute partie A non vide et majorée de
R admet une borne supérieure. De plus,

Vee A, x < M,

M =sup(A) <=
Ve >0, dxg € A tel que M —e < xg < M.

Propriété 3 (Propriété de la borne inférieure). Toute partie A non vide et minorée de
R admet une borne inférieure. De plus,

Vee A, m <z,

Ve >0, dzg € A tel quem < xg <m+e.

m = inf(A4) < {

Propriété 4 (Propriété d’Archimede). Pour tout nombre réel x, il existe un entier na-
turel n tel que
T < n.

Définition 1.5. On appelle valeur absolue d’un nombre réel x, notée |z|, le réel positif

défini par
T six >0,
|z =

—x siz<O.
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Propriété 5. La valeur absolue vérifie les propriétés suivantes :

M~

=l = .

2. |z =0 <= z=0.

3. Pour tous x,y € R, |zy| = |z||y|.

4. Pour tous x,y € R, |z +y| < |z| + |y|.
5. Pour tous x,y € R, ||z] — |y|| < |z —y|.

Propriété 6 (Formule du binoéme). Pour tous a,b € R et tout n € N, on a

A A

p=0

1.2 Suites numériques

Définition 1.6. Une suite numérique est une application u définie sur une partie [
de N & valeurs dans R :

u:l — R, n— u(n) = uy.

Le nombre réel u(n) = u,, est appelé terme général de la suite. La suite définie par
I’application u est notée (u,)ner, ou simplement (uy,) lorsque I = N.
L’ensemble
{u(n); n €1}

est appelé ensemble des valeurs de la suite.

Définition 1.7. On dit que la suite (u,) converge vers un réel ¢ si
Ve >0, 3Ny € N tel que n > Ny = |u, — {| < e.

On écrit alors
lim wu, =¢ ou wu, — /£
n—-+oo

Définition 1.8 (Divergence vers +00). On dit que la suite réelle (u,,) diverge vers +oo
si
VA >0, dNg € N tel que n > Ny = u,, > A.

On dit que (u,) diverge vers —oo si
VA >0, dNg € N tel que n > Ny = u, < —A.
Propriété 7. Si une suite est convergente, alors sa limite est unique.

Définition 1.9. Soit (uy,)nen une suite réelle.

9
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— La suite (uy,) est dite majorée s’il existe M € R tel que
YneN, wu, <M.

— La suite (uy,) est dite minorée s’il existe m € R tel que
VneN, wu,>m.

— La suite (uy,) est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée. Cela équivaut
& dire que
M > 0 tel que Vn € N, |u,| < M.

Suite arithmétique

Définition 1.10. — Une suite (u,) est dite arithmétique s’il existe un réel r tel
que
Uptl — Up =T Vn € N.

Le nombre réel r est appelé la raison de la suite arithmétique.
— Une suite (uy,,) est dite geometrique s’il existe un réel ¢ tel que

Upt1 = ¢ X Up Vn € N.
Le nombre réel g est appelé la raison de la suite géométrique .
Propriété 8. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que

lim wu, =1 et lim v, =Is.
n—-+0o n—-+o0o

Alors :

1. La suite (u, + v,) converge vers ly + Iy :

lm (up 4+ vyp) =11 + lo.

n—-+o0o
2. La suite produit (u,vy,) converge vers lila :

lim UpUVp = l1l2.
n—-+4o0o

3. La suite (|uy,|) converge vers |l1| :

lim g = |1,

4. Sily #0, alors il existe N € N tel que pour tout n > N on ait u, # 0, et la suite

(o)
Un n>N

CONverge vers
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Propriété 9. 1. Soient (uy) et (vy) deux suites convergentes telles que
VneN, wu, <uv,.

Alors

lim u, < lim wv,.
n—-+o00 n—-+00

2. Soient (uy,) et (vy,) deuz suites telles que

im u, =400 et VnéeN, v, > u,.
n—r—+oo
Alors
lim v, = +o0.
n——+00
Théoréme 1.1 (Théoréme des gendarmes). Soient (uy), (vy,) et (wy) trois suites réelles
telles que
VneN, u, <v, <wy,.

1. Si
lim w, = lim w,=1€R,
n—-+o0o n—-+4o00
alors
lim v, =
n—-+oo "
2. Si
lim wu, = 400,
n—-+o0o
alors
lim v, = 400
n—-4o00
3. Si
lim v, = —o0,
n—-+o0o
alors
lim w, = —oo.
n—-+o0o

Définition 1.11. Une suite (up)nen est dite récurrente (simple) si elle est définie par
un couple (a, f), ot a € R et f est une fonction réelle d’une variable réelle, par

ug = a,
Unt1 = f(up), neN.

Propriété 10. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et soit (uy) la suite définie
par
Unt+1 = f(un), ug € [a,b].

11
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1. Si la suite (uy) converge vers £, alors
0= f(0).
2. Si [ est croissante, alors la suite (uy) est monotone et convergente.

Propriété 11. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et décroissante. Soit uy €
[a,b] et la suite récurrente (uy,) définie par

Unt1 = f(Un).

Alors :

— la sous-suite (ugy) converge vers une limite ¢ vérifiant
Fofl)y=t.
— la sous-suite (ugny1) converge vers une limite ¢’ vérifiant
fofllh=1.
Propriété 12. Soit (uy) une suite réelle. Alors

Iim w, =/
n—-+4o0o

si el seulement si toute sous-suite (uw(n)) converge vers £.

corollaire 1. Soit (u,) une suite réelle.
— Si elle admet une sous-suite divergente, alors elle diverge.
— Si elle admet deuz sous-suites convergeant vers deux limites distinctes, alors elle
diverge.

Théoréme 1.2 (Bolzano—Weierstrass). Toute suite réelle bornée admet une sous-suite
convergente.

Définition 1.12. Deux suites réelles (uy,) et (v,) sont dites adjacentes si :

1. (uy) est croissante,
2. (vyp) est décroissante,

3. lim (v, —uy)=0.
n—-+0o

Propriété 13. Si (uy,) et (vy,) sont deux suites adjacentes, alors elles convergent et ont
la méme limite.

Définition 1.13. Une suite réelle (u,) est dite de Cauchy si
Ve >0, dnp € N tel que Vp,q > ng, |up —uy| <e.
Propriété 14. Soit (uy) une suite réelle. Alors

(un) est de Cauchy <= (uy) converge.

12
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1.3 Fonctions numériques

1.3.1 Définitions

Définition 1.14. On appelle fonction numérique toute application

f:D—R

ou D CR.
D est appelé domaine de définition de f.
La courbe représentative est

Cy = {(z, f(x)) | = € D}.
Définition 1.15. Soient f,g: D — R.
— f>gsiVeeD, f(x)>g(x)
— f>0siVxeD, f(x)>0
— f>0siVee D, f(z)>0
— [ est constante si Ja € R, Vx € D, f(z) =a
— festnullesiVe € D, f(x)=0

Définition 1.16. Soit f: D — R.
— f est majorée sur D s’il existe M € R tel que

flx) <M VxeD
— f est minorée sur D g’il existe m € R tel que

f(x)y>m VYxeD
— f est bornée si elle est & la fois majorée et minorée.

Définition 1.17. Une fonction f est dite paire si

Elle est dite impaire si

Définition 1.18. Une fonction f est périodique de période T' > 0 si

fla+T) = f(x) V.

13
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1.3.2 Limite d’une fonction
Définition 1.19. Soit f définie sur un voisinage de xg.
On dit que f admet pour limite £ en x( si
Ve>0,30>0:0<|z—xo| <d=|f(z) -4 <e.

On note

lim f(z)=~¢.

Tr—TQ

Définition 1.20. On dit que

lim f(z)= 400

T—T0

si
VA>0,30>0:0<|z—20| <0= f(z) > A.

Propriétés des limites

Propriété 15. Si f admet une limite £ en xqg, alors cetle limite est unique.

Propriété 16. Si
. - B ol
Jm f(z)=¢  lim g(z) =1,

alors

lim(f+g)=(+¢
Hm(Af) = M\
lim(fg) = ¢

f /
hmg =7 (0" #£0).
Remarque 1.1. Les propriétés précédentes ne permettent pas de calculer toutes les
limites. Par exemple il n’existe pas d’énoncé général pour le produit d’une fonction qui
tend vers 0 par une fonction qui tend vers I'infini.

Dans ce cas le résultat peut étre 0, co, une limite finie ou ne pas exister. On dit alors
que 0 X oo est une forme indéterminée.

Les principales formes indéterminées sont :

14
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400 —o00, 0°-00, @, g, ¥, 0Y,
Pour lever ces indéterminations on utilise notamment :
— la transformation de I’expression
— la régle de I’'Hopital
— les fonctions équivalentes
— les développements limités

100

1.3.3 Continuité

Définition 1.21. Soit f une fonction définie sur un voisinage V' de xg.

On dit que f est continue en xg si

lim f(x) = f(zo).

T—T0

Autrement dit

Ve> 0,30 >0: |z — 20| < 0= |f(x) — flxo)| <e.

Définition 1.22. Soit f définie sur [a, b].
— f est continue & droite en a si

lim f(z) = f(a)

z—a™t

— f est continue & gauche en b si

lim f(x) = f(b)

x—b~
Soit f définie sur Dy et zo ¢ Dy.
Si
lim f(z)=1¢

T—T0

on définit

o) = {f(w) x € Dy

4 T = 20
Alors g est continue en zg.

On dit que g est le prolongement par continuité de f en x.

Propriété 17. Soient f, g continues en xg et A € R.
Alors :
— [+ g est continue en xg
— Af est continue en xg

15
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— fg est continue en xg
Si g(xo) # 0, alors g est continue en xg.

Théoréme 1.3 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soient a < b et f continue sur

[a, b].
Pour tout X\ compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que

£(e) = A
corollaire 2. Si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

Théoréme 1.4 (Point fixe). Si f : [a,b] — [a,b] est continue, alors il existe xo € [a,b]
tel que

J(wo) = 0.

Théoréme 1.5. Toute fonction continue sur [a,b] est bornée et atteint ses bornes.
Il existe donc o, 1 € [a,b] tels que

m = f(zo) = min f(z)

z€a,b]

M = f(z1) = max f(z)
z€la,b]

et

f(la,b]) = [m, M].

Définition 1.23. Soit f: E — F.
— f est injective si

— f est surjective si

VYye F,3x € E:y= f(x)
— f est bijective si elle est injective et surjective.
Propriété 18. Si f : E — F est bijective, alors il existe une fonction
fYF>E
telle que
flof=1Idg et fof'=Idp.

16
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Définition 1.24. f est croissante sur [ si

r<y=fz) < f(y)
Propriété 19. La composée de deux fonctions monotones est monotone.
Théoréme 1.6. Si [ est strictement monotone sur I, alors f est injective sur I.

Théoréme 1.7 (Théoreme de la bijection). Si f : I — R est continue et strictement
monotone sur un intervalle I alors :

— f est une bijection de I sur J = f(I)

— f_1 est continue et strictement monotone sur J

1.4  dérivabilité

Taux d’accroissement

Définition 1.25. Soit f : I C R — R une fonction et xg € I. Pour h # 0 tel que
xo+ h € I, on appelle taux d’accroissement de f entre xg et zg + h le quotient :

f(zo+h) — f(zo)
- .

Dérivabilité
Définition 1.26. La fonction f est dite dérivable en xzg si la limite suivante existe et
est finie :

lim f(zo+h) = f(zo)
h—0 h '

Cette limite est appelée dérivée de f en x( et est notée :
(o).
Alinsi,

1oy e Jl@o+h) — f(xo)
o) = limy h '

Interprétation géométrique

La dérivée f'(xo) représente le coefficient directeur de la tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse zg.
L’équation de la tangente au point (zg, f(z¢)) est :

y = f(zo) + f'(x0)(x — x0).

17
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Propriété fondamentale

Si une fonction f est dérivable en xq, alors elle est continue en x.

f dérivable en g = f continue en x.

La réciproque est fausse en général.

Dérivabilité sur un intervalle

Si f est dérivable en tout point d’un intervalle I, on dit que f est dérivable sur I.
On définit alors une nouvelle fonction appelée fonction dérivée :

frx— fl(x).

Propriété 20. Si f et g sont dérivables en xq :

(f +9) (x0) = f'(x0) + ¢ (x0)
(Af) (o) = Af' (o)

(f9) (z0) = f(x0)g (x0) + g(0) f'(z0)

£\ _g(@o) f'(x0) — f(w0)g'(w0)
() =

9(x0)?
si g(zo) # 0.

Propriété 21. Si f est dérivable en xq et g dérivable en f(xg), alors

(g0 f)(z0) = ¢'(f(z0))f (o).

Théoréme 1.8. Si f est dérivable en xy et f'(xg) # 0, alors la fonction réciproque est
dérivable en yo = f(xo) et

1
f'(wo)

(f™ (o) =

Définition 1.27. Soit I un intervalle ouvert.
Si f est dérivable sur I et si f’ est continue sur I, alors f est dite de classe C* sur I.

Définition 1.28. Soit f : I — R une fonction, ot I est un intervalle ouvert, et soit
p € N. Si les dérivées

f/7 f”?"'?f(p)

existent et si f() est continue sur I, on dit que f est de classe CP sur I. On dit que f
est de classe C° sur I si toutes les dérivées f(™ existent et sont continues sur I.

18
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Propriété 22. Si f et g sont de classe CP, alors f + g, fg et, lorsqu’elle a un sens, la
composée f o g sont aussi de classe CP.

Théoréme 1.9 (Formule de Leibniz). Si f et g sont n fois dérivables en xg, alors

(o)™ (o) = 3 (”)ﬂ”) (20)g (o).

p=0 p

Définition 1.29. Soit f une fonction définie sur I =]a,b[. On dit que f posséde un
maximum local (resp. un minimum local) en un point xzy € [ il existe un voisinage
V(xg) C I de x tel que

f(zo) > f(x) (resp. f(z) > f(xp)) pour tout z € V(zo).

Propriété 23. Soit f dérivable sur I =]a,b[. Si f admet un extremum local en un point
xg € I, alors

f/(.fo) = 0.

Théoréme 1.10 (Théoreme de Rolle). Soit f : [a,b] — R telle que
— [ est conlinue sur |a,b],
— [ est dérivable sur |a,b],

— fla) = f(b).

Alors il eziste ¢ €]a, b| tel que

f'(c) =0.

Théoréme 1.11 (Théoréme des accroissements finis). Si f est continue sur [a,b] et
dérivable sur ]a,b|, alors il existe ¢ €|a,b| tel que

f) = fla) = (b= a)f'(c).

corollaire 3. Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b.

~

. Si f'(x) =0 sur]a, b, alors f est constante sur |a,b].
2. f est croissante sur [a,b] si et seulement si f'(x) > 0 sur |a,bl.
3. f est décroissante sur [a,b] si et seulement si f'(x) <0 sur ]a,b].
4. Si f'(x) >0 surla,b|, alors f est strictement croissante sur |a,b).
5. i f'(x) <0 sur]a,bl, alors f est strictement décroissante sur [a,b)].
Théoréme 1.12 (Théoréme des accroissements finis généralisé). Soient f et g deux

fonctions continues sur [a,b], dérivables sur ]a,bl. Supposons que ¢'(x) # 0 sur ]a,bl.
Alors il existe c €]a,b[ tel que
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Reégles de ’Hospital. Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b],
dérivables sur |a, b[.
1. Si f(a) =g(a) =0 et si
f'(@)

z—a’t g/(l')

existe (finie ou non), alors

f@) _ o f@)
9

z—a™t (1’) z—a™t g’(x) )
2. Si
lim f(z) = lim g(z) = +o0
z—at z—at
et si ,
lim fz)
z—a™t g’(:c)

existe (finie ou non), alors

lim —< = .
z—a™t (l‘) z—a™t g’(x)

@) )
9

3. Sib=+4o0,
lim f(z)= lim g(z)=0

r—r-+00 T—+00

et si

existe (finie ou non), alors

1.5 Convexité

Définition 1.30. On dit que f est convexe sur I si pour tous zg, 21 € I et tout A € [0, 1],
fQzo + (1= Nx1) < Af(wo) + (1= A)f(z1).

On dit que f est concave si 'inégalité est renversée. Si les inégalités sont strictes, on dit
que f est strictement convexe (resp. strictement concave).

Propriété 24. Si f est continue et deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I, alors :
— f est concave sur I si et seulement si f"(x) <0 pour tout x € I ;
— f est conveze sur I si et seulement si f"(x) > 0 pour tout z € I.
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1.6 Développements limités

1.6.1 Définitions et propriétés

Définition 1.31. Soit f une fonction définie sur un voisinage de xg. On dit que f est
un infiniment petit au voisinage de x si

xlggo f(z) =0.

Définition 1.32. Soit f une fonction définie sur un voisinage de xo. On dit que f est
un infiniment grand au voisinage de xg si

lim f(z)= £oo.

T—T0

Définition 1.33. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de xg. On dit
que f et g sont équivalentes au voisinage de zq s’il existe une fonction h définie sur un
voisinage de xg telle que

f(z) = g(x)h(z) et lim h(x) = 1.

T—rTQ

On écrit alors
[~ g
Définition 1.34. Si
f(@) ~go az™,
on dit que az™ est la partie principale de f(z), et que f(x) est un infiniment petit d’ordre

n.

Propriété 25. Si f tend vers une limite { en xo (finie ou non) et si f ~,, g, alors g
tend aussi vers £ en xg.

Propriété 26. Si fi ~z, f2 et g1 ~z, 92, alors

Bj! f2
flgl ~zo f?gZ et — ~Nxg T
g1 g2
lorsque les quotients ont un sens.
Théoréme 1.13 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f une fonction de classe C™~' sur
[a,b]. On suppose que f™) existe sur]a,b[. Alors il existe ¢ €]a,b| tel que
(b—a)
1!

—a n—1
R RARCR

(b—a)"
n!

f(b) = fla) + £ (0).
Théoréme 1.14 (Formule de Taylor-Mac-Laurin). Soit f une fonction de classe C™1
sur [0,z]. On suppose que f) existe sur |0, z[. Alors il existe 6 €]0,1] tel que

n—1

TS 0) + L0 6m),

f(x)zf(0)+ﬂf/(0)+'”+m
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Théoréme 1.15 (Formule de Taylor-Young). Soit f une fonction de classe C™ sur un
voisinage de xg. Alors pour tout x voisin de xo,

(x — o)
1!

(x — )"

f'@o) - 4+

f(x) = flxo) + £ (x0) + (z — x0)"e(),

ot € est une fonction définie sur un voisinage de xq telle que

xlggo g(z) =0.

Propriété 27. Si f est de classe CP~1 sur un voisinage de xo et admet une dérivée
d’ordre p en xg, alors xo est un zéro d’ordre p de f si el seulement si

fwo) = fl(xo) = -+ = fPV(2g) =0 et fP(xg) #0.

Définition 1.35. Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0, sauf peut-étre en 0,
et n € N*. On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s’il
existe un polynéme

P(x) =ap + a1x + agx? 4+ - + apa”

de degré inférieur ou égal a n, tel que
f(z) = P(x) + a"e(x),

ot e(x) — 0lorsque z — 0. Le polynome P est appelé partie principale du développement
limiteé de f.

Théoréme 1.16. Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, alors
ce développement limité est unique.

Théoréme 1.17. Si f est de classe C™ sur un voisinage de 0, alors f admet un déve-
loppement limité d’ordre n au voisinage de 0 donné par

/ " (n)
10, S0, 100

flz) = f(0) + o+ a"e(x).

Propriété 28. Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de O et si f
est paire, alors ce développement ne contient que des mondémes de degré pair. Si [ est
impaire, alors ce développement ne contient que des mondmes de degré impair.

Soient,
f(x) =ag+ar1x + asx® + -+ apz" + 2"e1(x) = P(x) + z"e1(x),

et
g(x) = by + b1z + byx® + - - + bpa” + 2"ex(z) = Q(z) + 22 (2)

deux développements limités d’ordre n au voisinage de O.

22



Analyse et calcul différentiel Agrégation— Info R. Tahiri

Alors :
f(@) +g(z) = P(z) + Qz) + 2"=(x),

ot £(z) = 0 quand z — 0.
De méme,

f(x)g(z) = P(2)Q(z) + 2"e(x),
et on obtient le développement limité du produit en supprimant dans P(z)Q(z) les

monodmes de degré strictement supérieur a n.

Proposition 1.1. Si
f(z) = A(z) + 2"<(x) et  g(x) = B(z)+2"e(z),

et si B(0) # 0, alors le développement limité de S a lordre n est
g

)

g(x) = Q(Q?) + xng(;y),

ot QQ est le quotient & l'ordre n de la division de A par B selon les puissances croissantes.

Si g(0) = 0, alors la composée f o g admet un développement limité d’ordre n au
voisinage de 0, obtenu en ne conservant que les monémes de degré < n dans le polynéme

PoQ.

Théoréme 1.18. Si f est dérivable sur un voisinage de 0, et si f' admet un dévelop-
pement limité au voisinage de 0 d’ordre n de partie réguliere p(x), alors la fonction f
admet un développement limité d’ordre n + 1 au voisinage de O de partie réguliére

f(0) + /Oxp(t) dt.

corollaire 4. Si f est dérivable en 0 et si f' admet un développement limité d’ordre n—1
au voisinage de 0, alors

f'(2) = a1 + 2a22 + 3a32® + - - + nazz™t + 2" e(2).

Conseils de calcul.
1. Toujours développer toutes les fonctions au méme ordre.

2. Lorsqu’on calcule un développement limité, disposer clairement les calculs de ma-
niére & ne pas oublier de termes lorsque l'on fait des sommes, des composées ou
des divisions selon les puissances croissantes.

3. Ne pas écrire les mondmes de degré trop grand dont on sait qu’ils n’interviendront
pas dans le résultat final.
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1.6.2 Développements limités généralisés

Soit f une fonction définie dans un voisinage de 0, sauf peut-étre en 0. Si f n’admet
pas de limite finie en 0, elle ne peut pas avoir de développement limité en 0. Cependant,
il peut exister un entier naturel m tel que

g(z) =" f(z)
admette une limite finie lorsque x — 0 et posséde un développement limité au voisinage
de O :
2™ f(x) = ag + a1z + agx® + - + apa” + 2"e(2).

On obtient alors
_ ,
f(x) pry (ao +arr+asz® + -+ anx”) 2" ().

Cette expression est appelée développement limité généralisé de f au voisinage
de 0 d’ordre n — m.

Remarques pratiques pour les développements limités

1. Toujours développer toutes les fonctions au méme ordre.

2. Présenter clairement les calculs afin de ne pas oublier de termes lors des sommes,
compositions ou divisions.

3. Ne pas écrire les mondmes de degré trop élevé qui n’interviennent pas dans le
résultat final.

Définition 1.36. Soit f une fonction définie dans un voisinage d'un point zp € R (sauf
peut-étre en xg) et n € N*.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de xg si

f(x) = ag + a1(x — z0) + as(x — 20)* + - - - 4+ an(x — x0)" + (x — 20)"e(2),
ou agp,...,an € Ret e(x) — 0 lorsque z — xg.

1.6.3 Développements limités au voisinage de l’infini

Si f est définie sur un intervalle de la forme [a, +00[ (ou | — o0, a]), on peut se ramener
au voisinage de 0 en posant

On dira que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de
Pinfini si la fonction
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admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0.
Dans ce cas on obtient

B al as an 1 1
f(x)_a0+a;+x2+ +x”+x”€(x>’

ol 5(%) — 0 lorsque x — +00.

1.7 Exercices de chapitre

Exercice 1.7.1. En utilisant la définition de la limite d’une suite, montrer que :
Lotim on—l 3
n—+oo 2n + 3 2

(=D"

?

2. lim =0,
n—+oo —2N
In(1
3 i 2d+n)

n——+oo Inn
4. lim 3" = +o0,
n—-+4o00o
—5n — 2
5. lim o2
n—+00 4n
6. lim In(lnn)= +oo.

n—-+o0o

—0Q,

Exercice 1.7.2. Calculer les limites des suites suivantes de terme général :

U, = cos(2n? — 5) ’
3n3 +2n2 +1
2 4 2
9 U, — n* —8n -
3nt 4 cosn + =5
3"+ (=3)"
3. Un == 37”,
4. Up=vVn2+n+1—vVn2+n+1,
3" —2.5™" 4+ 6.7
5 U, =
"7.2n 4340 4 5.7
N Un _ 6271 o €n+17
2en+3
7. Uy =n% " tel que a € R, B €R",
n

n(n —1)
2 /

(Indication : en utilisant le binome de Newton ; montrer que 2™ >

Exercice 1.7.3. 1. En utilisant le principe d’encadrement d’une suite, montrer que

la suite (Uy,)pen converge vers une limite [ & déterminer dans chaque cas :
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n

n
@ Un =D 5

k=1

o 1
(b) Up = ;my
(0 U, =

n=——, necN*
n
ol | | désigne la partie entiére.

n

1
2. Soit U,, = E —————, montrer que
" o3+ |sin k|v/E
lim U, = +oc.
n—4o00

Exercice 1.7.4. On considére la suite (Uy,)nen définie par :

Uy =0,
Upi1 = VU, +2, ¥n € N.

1. Montrer que : 0 < U, < 2, Vn € N.
2. En déduire la monotonie de (Up)nen-
3. On considére la suite (V},)pen définie par : V;, =2 —U,, Vn € N.

(a) Quel est le signe de (Vi,)nen?
(b) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

Vn—i— 1
Vo

<

N | —

(c¢) En utilisant un raisonnement par récurrence montrer que :

1 n—1

(d) En déduire la limite de la suite (V,,)nen, puis celle de (Up,)pen-

Exercice 1.7.5. On considére la suite (U, )nen, définie par :

U =1,
Ups1 = Upe=Un, ¥n € N.

1. Montrer que U,, > 0, ¥n € N.
2. En déduire la monotonie de (Up)nen.

3. En déduire que (Up)nen est convergente puis calculer sa limite.
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Exercice 1.7.6. On considére la suite (U )nen définie par

U, +4

Pntt ypen
30, + 3’ ne

Un+1 =

1. Montrer que 0 < U, <2, Vn € N.

2. Etudier la monotonie de (Up,)nen.

3. Déduire que (Uy,)nen est convergente puis calculer sa limite.
4. Soit E = {U, ; n € N}; déterminer sup E et inf E.

Exercice 1.7.7. On considére la suite (Up,)nen définie par

Uy > 0,
Uns1 =In(140U,), VneN.

1. Montrer que 0 < Uy, Vn € N.

2. On pose
g(z) =In(1+4+2z) — .
Etudier les variations de g sur ]0, +oo| puis préciser son signe.
3. En déduire la monotonie de (Up,)nen.
4. En déduire que (U, )nen est convergente puis calculer sa limite.

5. Soit E = {U,; n € N}; déterminer inf E' et montrer que sup E est positif.

Exercice 1.7.8. Pour tout n € N* on pose

1. Montrer que

2. Montrer que pour tout n € N* :

1
— < Vn+1l—yn< ——.
NCES Vi o

3. En déduire que pour tout n € N* :

2(Vn+1-1)

4. Pour tout n € N* on pose

A
&
A
[\]
B
|
~

Montrer que (V,,)n,en+ est convergente et préciser sa limite.
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Exercice 1.7.9. On définit deux suites réelles (Up, )pen+ et (Vi)nen+ par

Uy =1,
n 27’L
uﬁlzgi%—K3 Vn € N*
et
Vi =12,
U, + 3V,
uwlz——%f—ﬂ Vn € N*.

1. On pose W,, = V,, — U,.

Exprimer (W) en fonction de n puis calculer sa limite.

2. Montrer que les suites (U,) et (V,,) sont adjacentes.

Exercice 1.7.10. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

L) =

fuﬁz{”x_l

In(xz +2),

Exercice 1.7.11. Calculer les limites suivantes :

1. lim xsin —
x—0 xT

2. lim xsin—
T—~400 X
3. Jim &= $0(22)
2—0 = + sin(3x)
tanx

4. lim
z—0 X

sinx — cosx

5. lim
z—2 1 —tanx
sin(z Inx
6. 11m %
x—0 €T

7. lim YE Vot Ve
’ r—a \/x2_a]2

28
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1 T
8. lim <1+>
Tr—+0c0 xX

9. lim (sinvz+1—sinyz)

Tr——+00

10. lim(1 — z) tan (%x)

r—1

Exercice 1.7.12. On considére les deux fonctions f et g définies sur R par :

T
0
fo)={Tre 70
0, z =0,
et
zell? x <0,
0, z =0,

g9(x) = )
$21n<1+ ) , x>0.
T
Etudier la continuité de f et de ¢ sur leurs domaines de définition.

Exercice 1.7.13. Etudier le prolongement par continuité des fonctions suivantes sur R :

L st =eon (),

9. f(l') _ xearctan(z%)

J

sinz
3. = .
Exercice 1.7.14. 1. Montrer que la fonction f est uniformément continue sur [0, +00]

et que la fonction g ne lest pas sur |0, 1], ou

r+1
T+ 2

fz) = et g(z)=

—
2. Montrer que toute application continue f d’un segment [a, b] dans lui-méme admet
un point fixe.

Exercice 1.7.15. Montrer que :

1. Vz € [-1,1], arcsinx + arccosz = g,

2. Vx € [~1,1], sin(arccosz) = /1 — 22.
Exercice 1.7.16. Résoudre les équations suivantes :

1. arcsinz + arcsin(zv/3) = g,
2. (arctanz)(arctanx + 2) = 3.
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Exercice 1.7.17. Simplifier les expressions suivantes :

1. cosh(argsinh x),
2. tanh(argsinh ),
3. sinh(2 argsinh x).

Exercice 1.7.18. Déterminer le domaine de définition de la fonction f, puis la simplifier :

f@) = argcosh@ (x + ;)) .

Exercice 1.7.19. 1. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes en g :
(a)
zell? x <0,
f(xz)=2<0, =0, 29=0

xgln(l—l—%), x>0,

@) arctan z, lz] <1,
g\r) =4 7w . 1 l‘():].,l’o:—l
1 sign(z) + pot lz] > 1,

1

By —

h(zx) = ¢ el <a, xo=a
0, | > a,

2. Déterminer les constantes a, b, ¢, d pour que f soit dérivable sur R :

ax + b, x <0,
flz)=_ca® +dz, 0<z<1,

1— 1, x> 1.
z
Exercice 1.7.20. 1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

(a) fi(z) =sin(lnx)
(b) fa(x) = In(cos(1/x))

h 2
(©) fola) = 0D
(d) f4($) — earctana}
(e) f5(z) = cos(arcsinx)

2x

(f) fo(x) = arctan<3 n x)

30



Analyse et calcul différentiel Agrégation— Info R. Tahiri

2. Etudier les variations de la fonction

f(z) = arctan(x + \/.7;27—1> .
Exercice 1.7.21. Calculer les dérivées n-iémes des fonctions suivantes :
L fi(z) = (1+2)% pour a = —let a = +1,
2. fo(z) =In(1 +2),
3. f3(x) = (x +1)3e7".
Exercice 1.7.22. On considére la fonction f définie de R dans R par :

.%'2

fl@) = et/

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine.
3. f est-elle prolongeable par continuité sur R 7

4. Etudier les variations de f.

Exercice 1.7.23. Soient a,b deux réels strictement positifs et f une fonction définie et
continue sur [a, b], et dérivable sur |a, b[. On suppose que :

F2(b) = f*(a) = b* — a®.
Montrer que I'équation f/(z)f(z) = x admet au moins une solution dans U'intervalle ]a, b|.
Exercice 1.7.24. Montrer que ’équation suivante admet une solution réelle unique :
24723 —5=0.

Exercice 1.7.25. Soit f une fonction continue sur 'intervalle [0, 2] et deux fois dérivable
sur |0, 2[. On suppose que f(0) =0, f(1) =1 et f(2) = 2. Montrer que :

Je€lo,2[ / f(e)=0
Exercice 1.7.26. 1. Soit f: R — R définie par

sinx + coszx
1+ cos?z

fz) =

Montrer que pour tout a € R, la dérivée de f s’annule au moins une fois sur
Iintervalle [a,a + 27].

2. Soit g la fonction définie sur [0, 1] dans R, deux fois dérivable sur [0, 1]. On suppose
que :
9(0) = g(3) =9(1) = 1.
Montrer en utilisant le théoréme de Rolle que ¢g” s’annule au moins une fois sur

[0, 1].
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Exercice 1.7.27. 1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

z
T3 < arctanz < z,

Vx > 0,
1+=x

1 1
Va > 0, argshe + —— < argsh(r + 1) < argshz + ——.
& V2 +2x + 22 Bsh( ) & V1+ 22

2. Etant donné In(100) = 4,6052, en appliquant le théoréme des accroissements finis

montrer qu’en écrivant :

In(101) = 4,6151
on commet une erreur inférieure a 10~%.

Exercice 1.7.28. Calculer les limites suivantes en utilisant la régle de 'Hopital (quand

c’est possible) :

z2—1
arctan<x2+1>

1. lim

r—1 x—1 ’

2. lim (6 — x)=-3,
r—5

3. lim m7
z—+o0 2 + sinx

1

. sinx \ =2
4. lim ,
x—0 xT

1 x
5. lim =z [(lJr) e}
Tr—400 X
Exercice 1.7.29. 1. En utilisant la formule de Taylor—-MacLaurin d’ordre n, mon-
trer que :
2 n
r x .
V.IZO, 1+ﬂ+§+~-+ﬁée.

2. En utilisant la formule de Taylor—MacLaurin d’ordre 2, montrer que :

8
—<e<d.
3 e
3. En déduire :
R Y S PPN o .
n+1)! ° 1 2l all S )l
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4. En utilisant la formule de Taylor, montrer que :

2 4
™ x T
v [077:|7 <1- )
xr € 5 cosx < 2!+4!

2 3 4 2 3

x x T T T

—— 4+ ———<In(1 - — 4+ —.

Va >0, x 2—!—3 4<n( +z)<x 2+3

Exercice 1.7.30. On considére la fonction f définie par
. 2x
f(f) = arCSln<W> .

2x
1422

En déduire que f est définie et continue sur R.
En déduire que f est dérivable sur R\ {—1,1}.

Quelle propriété de f permet de réduire le domaine d’étude 7

Etudier la fonction g(x) =

Calculer la dérivée f'(x) sur R.

En déduire la convexité de f sur R puis étudier 'existence de points d’inflexion.

N o e W e

Dresser le tableau de variations de f puis tracer son graphe.
Exercice 1.7.31. Soit f la fonction définie sur R par
flx)=2e""1 -2 -z

et Gy sa courbe représentative.

. Calculer f'(z) et f"(x).

—

2. Etudier la convexité de f sur R.
3. Montrer que f admet un point d’inflexion A et préciser ses coordonnées.
4

. Quelle est I’équation de la tangente (T'4) & Gy au point A7
En déduire que pour tout = > 1 :

> (224 1).

N —

Exercice 1.7.32. Soit f la fonction définie et continue sur [0, 1] telle que f(0) = 0,
f(1) =1 et dérivable sur ]0, 1[ avec f'(0) = f'(1) = 0.
On consideére la fonction g : [0,1] — R définie par

-1 z=0
g(@) = f(xx) - f(;)__ll z €0, 1]
1 rz=1
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1. Etudier la continuité de g sur [0, 1].
2. Montrer qu'il existe a €]0, 1] tel que g(a) = 0. En déduire que f(a) = a.

3. Montrer qu'il existe 8 €]0, 1] tel que f/'(8) = 1.
Exercice 1.7.33. 1. Etudier la fonction

() 5 ¢ 1 €T
xTr) = arctan — .
g l+z) 2+2z+a2

2. En déduire 1’étude des variations de

f(z) = 2? arctan(1 _~1_ x> .

3. Etudier la dérivabilité de f en o = —1 puis tracer son graphe.
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Chapitre 2

Calcul intégrale

2.1 Primitives

Définition 2.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de
f sur I toute fonction F' définie et dérivable sur I vérifiant

F'(z) = f(z) pourtout x el

Proposition 2.1. Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I.
Alors f admet une infinité de primitives : G est une primitive de f si et seulement si il
existe un réel kR tel que pour tout réel x,G(x) = F(x) + k.

Proposition 2.2. Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I.
Soit a appartenant & I el b un réel. Alors il existe une el une seule primitive G telle que

G(a) = 0.
Théoréme 2.1. Soient f une fonction continue sur [a,b] et xg € [a,b]. Alors la fonction
F:z r—>/ f(t)dt
o
est la primitive de f qui s’annule en xg.

Théoréeme Si f est une fonction continue sur un intervalle quelconque I de R, alors
elle admet une primitive sur I.

2.2 Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle

Définition 2.2. On appelle intégrale de f sur [a;b] le nombre réel F(b) — F(a) ou F est
une primitive quelconque de f sur I. Il est noté

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)
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Proposition 2.3. Soient f,g deux fonctions intégrables sur [a,b] et X € R. Alors les
fonctions f+ g, \f,|f] et fg sont intégrables sur [a,b] et on a :

- @)+ g@)de = [} f(x)dx + [, g(x)dw

JYO) @)ds = X [} f(x)de

1P f@)de = [ f(z)dz + [* f(z)dz, c€ [a,b], (Relation de Chasles)
2 f@)da] < [21f(2)lda

S f(@)da =

J3 f@)dz = — [;! f(2)dz

Proposition 2.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient f et g deuz fonctions intégrables

sur [a,b]. Alors
(/ bf(w)g(w)dx)2 < ([were) ([ wrw)

Théoréme 2.2. Si f est une fonction bornée sur [a,b] et continue, sauf en un nombre
fini de points de [a,b] alors f est intégrable sur [a,b]. En particulier, si f est continue
sur |a,b] alors f est intégrable sur [a,b].

~

S oA o e

Proposition 2.5. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a,b]. S’il existe des
réels m, M et k tels que pour toul x € [a, b, on ait :

— m < f(x) <M, alors b—a) <fbf(a:)dx§M(b—a).
— fI<k, alors [)|f(x |d$<k( a).

Définition 2.3. Soit f une fonction continue sur [a, b], (a # b), on appelle valeur moyenne
de f sur [a,b] le nombre réel p1y défini par

b
bia/ f(x)dx

Proposition 2.6. Soit f une fonction continue sur [a, b, (a # b), alors il existe ¢ € [a, b]

tel que :
b
oo [ S@dn = 50

Cette relation est appelée Formule de la moyenne.

By =

Théoréme 2.3 (Inégalité des accroissements finis). Soit f une fonction dont la dérivée
I’ est dérivable sur un intervalle [a,b]. S’il existe trois réels m, M et k tels que, pour tout
x de [a,b], on ail

— m< fl(x) <M alors m(b

—a) < f(b) = fa) < M(b—a).
— [f'@)| <k alors | f(b) = f(a) -
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Théoréme 2.4 (Théoréeme fondamentalde l'intégration). Soient f une fonction continue
sur [a,b] et F' une primitive de f. Alors :

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(z)]’

Théoréme 2.5. Soient f et g deus fonctions de classe C' sur [a,b]. Alors :

b b
/ f(@)d (@)de = [ (x)g(x)]} - / f(@)g(x)de

Théoréme 2.6. Soient f : I — R continue sur Uintervalle I C R, et ¢ : J — I une
application bijective d’un intervalle J de R dans Uintervalle I, tels que ¢ et ¢~ soient
contindment dériwvables. On a alors

b o(b)
/ () (1)t = / f(2)dz
a ¢(a)

Définition 2.4. On appelle fraction rationnelle réelle toute fonction f de la forme :
f(z) = ggi; ot P et ) sont deux polynomes a coefficients réels.

Définition 2.5. Soient A(x) et B(z) deux polynéomes réels. On appelle division eucli-

dienne (ou division selon les puissances décroissantes) de A(x) par B(z) 'unique couple

(Q,R) tel que: A(x) = B(x)Q(z)+ R(x) avec R = 0 ou bien d°R < d°B, ( d° = degré).

Les polynomes @ et R sont appelés respectivement quotient et reste.

Proposition 2.7. Tout polynéme non nul P(x) a coefficients dans R s’écrit sous la forme

Pa)=cl@—r)™ (@—r)™ ... (x—1p)"™ (2> + iz +c1)"" (22 + boz 4+ c2)"™ ... (2% + bgz +¢4) "™
P(z) =c(IP_, (x —rp)™) (I_, (2 + b + ck)nk)

avec bg —4cqg < 0,mp,np € Npour 1 <k <mnetc#0.

P(z)
Qz

Proposition 2.8 (Décomposition en éléments simples .). Soit f(z) = une fraction

~

rationnelle telle que P(x) et Q(x) n'ont aucune racine commune. Si
Qz) =l _, (x —rp)™ I} _, (x2 + b + ck)nk

avec bz —dcp, < 0 et ¢ # 0 alors la décomposition en éléments simples de f(x) s’écrit
d’une maniére unique sous la forme :

S =B Y Y Ay Y e

_ 2
1<i<p 1<j<my (x — i)’ 1<i<q1<j<n; (z —|—bx+cz)

ot A, B;j et Ci; sont des constantes réelles, et E(x) est un polynéme appelé partie
entiére de la fraction rationnelle f(x).

Proposition 2.9. Si f est intégrable sur [a,b], la suite (Sy,) définie par
b—a — a
Sn=— kZlf ( )

tend vers f;f(a;)da; quand n tend vers +00.
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2.3 Intégrales généralisées

Définition 2.6. Soit f une fonction réelle définie sur |a, b[. On dit que f est localement
intégrable sur Ja, b[sif est intégrable sur tout intervalle fermé borné [a, f] Cla, b] .

Définition 2.7. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b],(—0c0 < a < b <
+00). On dit que l'intégrale de f sur [a, b est convergente si la fonction

F:a:l—>/ f@)dt, a<z<b

admet une limite finie quand z tend vers b; et on pose par définition

/f 1)t = lim f<>

Si cette limite n’existe pas on dit que l'intégrale de f sur [a,b] est divergente. De
méme si f est continue sur ]a,b],(—oc0 < a < b < 4+00). On dit que lintégrale de f sur
[a, b] est convergente si la fonction

b
F:xl—)/ f®)dt, a<z<b

admet une limite finie quand x tend vers a; et on pose par définition

Liﬂﬂﬁzggaéwﬂwﬁ

Si cette limite n’existe pas on dit que 'intégrale de f sur [a, b] est divergente.

Définition 2.8. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle ]a, b[, (—oo <
a < b < +00), et soit ¢ €]a, b on dit que 'intégrale de f sur Ja, b[ est convergente si les

intégrales
c b
/ f(z)dz et / f(t)dt

sont convergentes et on pose alors

LU@M:LU@M+AU@M

Dans ce cas, ff f(x)dx est indépendante du choix du point c.

Proposition 2.10. Soit « € R. Alors :

— L’intégrale fol j—fg converge pour o < 1 et diverge si o > 1.

— L’intégrale f1+°° i—ﬁ converge pour o > 1 et diverge si o < 1.
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Proposition 2.11. Soit f : [a,b[— Ry localement intégrable. L’intégrale fabf(t)dt est
convergente si et seulement si Uensemble { [* f(t)dt;x € [a,b[} est majoré; dans ce cas

b T
/f(t)dt: sup / f(t)dt. (2.1)

z€la,b|

Proposition 2.12 (Critére de Comparaison). Soient [ et g deuz applications localement
intégrables de [a,b] dans R. On suppose qu’il existe ¢ € [a, b] tel que : Vt € [¢,b[,0 < f(t) <
g(t). Alors :

— ffg(t)dt convergente —> fff(t)dt convergente.

— fff(t)dt divergente —> ffg(t)dt divergente.

Théoréme 2.7. Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives sur
[a, +00[. Supposons qu’elles soient équivalentes au voisinage de +00, c’est-a -dire :

Alors Uintégrale f:—oo f(t)dt converge si et seulement si fa+oo g(t)dt converge.

Proposition 2.13 (Critére d’équivalence). Soit I = [a,b],(—0c0 < a < b < +00). Soit f
et g deuzx fonctions continues, positives sur I. Si f et g sont équivalentes au voisinage de

b; f ~p g, alors les intégrales
b b
/ Fdt et / g(t)dt

sont de méme nature. Ce résultal reste valable si on remplace Uhypothése < f et g
positives > par < f et g ont un signe constant au voisinage de b >>.

Théoréme 2.8. Soit f : [a,b[— R une application localement intégrable. L’intégrale
ff f(t)dt est convergente si et seulement si f vérifie la condition suivante, dite critére de

Cauchy : Ve > 03c € [a,b] tel que Vx1,x9 € [c,b] on a fff f(t)d(t)‘ <e.

Définition 2.9. Soit I = | a,b[,(—oc0 < a < b < 400) et f une fonction continue sur I.
On dit que l'intégrale de f sur I est absolument convergente si l'intégrale f; |f(t)|dt est
convergente.

Proposition 2.14. Soit I =]a,b[,(—oc0 < a < b < +00) et f une fonction continue sur
1. §’il existe une fonction g continue sur I telle que

0<|fl<g sur I
f:g(t)dt converge

alors f;f(t)dt est convergente.
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Proposition 2.15. Soit (a,b) € R?, tel que a < b. Soit f une fonction continue sur |a,b
| telle que

: e _

}1_13%@ a)*f(t)=keR
- Sia < 1 Uintégrale fab f(t)dt est absolument convergente. - Si a > 1 et k # 0, lintégrale
fab f(t)dt est divergente.

Proposition 2.16. Soient a € R, f une fonction continue sur [a,+oo] telle que

lim t“f(t) =k €R

t——+o0

- St a > 1 lintégrale fa+oo f(t)dt est absolument convergente. - Si o < 1 et k # 0,
Pintégrale fa+°o f(t)dt est divergente.

Définition 2.10. Une intégrale fa+oo f(t)dt est semi-convergente si elle est convergente
mais pas absolument convergente.

Théoréme 2.9 (d’Abel ). Soit f une fonction C' sur [a,+oo|, positive, décroissante,
ayant une limite nulle en 4+00. Soit g une fonction continue sur [a,+o00], telle que la
primitive |7 g(t)dt soit bornée. Alors Uintégrale

/+OO f(t)g(t)dt  converge.

2.4 Exercices de chapitre

Exercice 2.4.1. (Propriétés de base des intégrales). Vrai ou faux (justifier en donnant
une preuve ou un contre-exemple) 7 Si vous répondez faux essayez, lorsque c’est possible,
de réparer I’énoncé pour qu’il devienne correct (en rajoutant une hypothése par exemple).

1. Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Si fobf(t) dt > 0 pour tout b € [0,1]
alors f > 0.

2. Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Si la fonction

:Ub—>/0xf(t)dt

est croissante alors f est positive.

3. Soit f:[0,1] — R une fonction continue telle que f < 1 alors

1 1
2
/0 P20 dt < /0 ()] dt.

4. Soit f :[0,1] — R une fonction positive telle que

[ swa=o
0

alors f est nulle.
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5. Soit f: R — R une fonction continue et périodique de période T > 0. Alors pour

tout a € R on a
a+T T
/ £(t) dt = / (1) dt.
a 0

Exercice 2.4.2. (Révisions de méthodes de calcul d’intégrales).

1. Calculer les intégrales suivantes :
N
(a) / zsin(z?)dz  (a Paide d’une primitive),
0
1
(b) / V1—22dr (alaide d’un changement de variables),
-1

s
(c) / xsin(x)dx (& laide d’une intégration par parties),
0

1
(d) / >4 dr (& l’aide d’une décomposition en éléments simples).
0o "=

2. Déterminer une primitive des fonctions réelles suivantes :

(a) = +— ze®,
(b) =+ xcos(z?),
(¢) z+— In(1+ 22).

Exercice 2.4.3. (Limite d’'une série). Soit = € [0, 1] fixé.

1. Montrer que pour tout n € N*,

n ﬂfk T tn

—=—In(l—-2)— dt.
S = mi—a- [ {5
k=1

2. Montrer que

x n

lim dt = 0.
n—+oo Jo 1 —

3. En déduire
A kzl T

Exercice 2.4.4. (Premiére formule de la moyenne)
Soit f une fonction continue au voisinage de 0. Montrer que

R _ f(0)
i s [ o=
et
) 1 2 f t
Jm 5/ i)dt:f(o)ln(Q).
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Exercice 2.4.5. (Lemme de Riemann-Lebesgue)

1. Montrer que pour toute fonction en escalier f : [a,b] = R, on a

b
lim / f(z)cos(nz)dxr =0

n—-+o00

et

b
lim / f(z)sin(nz) dx = 0.

n—-+0o00

2. En déduire le résultat pour toute fonction intégrable sur [a, b].

Exercice 2.4.6. (Sommes de Riemann)

1. Montrer que les fonctions définies sur R par
fla)y=2a?  g(x)=¢"

sont intégrables sur tout intervalle fermé borné de R puis calculer

/01 f@)de et /01 o) da.

2. Calculer les limites des suites :

"1 [k
un_kz:;n+k‘ on+k’

ou E(z) désigne la partie entiére de x.

Exercice 2.4.7. 1. En utilisant l'intégration par parties, calculer :

A= n() dt, B = e’ cos(2t) dt.
1t 0

2. En utilisant I'intégration par changement de variable, déterminer les primitives

suivantes :

dx
Blz) = / 2(In(z) — 4)’
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Fla) = /( sin(z) dzx

cos?x +2cosz + 5)2’

e3a} 4 662&: — e
66 = | e —p %

Exercice 2.4.8. (Intégrale de Wallis)

Soit
w/2 /2
I, = / sin” x dx et Jp = / cos” z dx.
0 0
1. Montrer que I,, = J,.
2. Etablir une relation de récurrence entre I,, et Into.
3. En déduire Iy, et Iopiq.
4. Montrer que

(TL + 1)In+IIn = g

pour tout entier n.

. Montrer que

I
lim -~

n—-+oo In

=1

et en déduire qu’au voisinage de U'infini

T
I, ~ ] —.
" 2n

Exercice 2.4.9. On considére la fonction définie sur R* par

2x 1

&= et

. Montrer que f est bien définie et impaire.

. Montrer que

1
0< < =,
pour tout = € R* et en déduire

lim f(z).

T—+00

. . *
variations de f sur R .

. Montrer que f est de classe C' sur R%, calculer sa dérivée et en déduire les

Montrer que f(z) < In(2) pour z € R% et en déduire que f admet une limite finie

& droite en 0.
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Exercice 2.4.10. 1. Prouver que si f est de classe C'* sur [0, 1], alors
. 1, ! f(1) — f(0)
o () [rrw) - 05101

<1k+2k+---+nk 1 >

2. Calculer

lim
n——+o00

k1 k1

3. Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1]. Prouver que

gﬁ;n[/f m—Zh(m_lﬂ ‘mmifwx

4. En déduire

lim n? 2_ L2 L4 “m2) = -+
n—-+o0 on+1 " 2n+3 dn —1 32

Exercice 2.4.11. (Facultatif)
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose qu’il existe deux suites (¢y,) et
(1) de fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles que pour tout = € [a, b] :

on(2) < f(z) < thn(z)
et
b
lim (n — 90n>(x) dx = 0.

n—+oo J,

Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b] et

b b
[ s = [ —&&/%

Exercice 2.4.12. (Facultatif)

1. Soit f :[0,1] — R une fonction intégrable et soit g : E — R (f([0,1]) C E C R)
une fonction k-lipschitzienne. Montrer que la fonction composée go f est intégrable
sur [0, 1].

2. Soient a,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] — R4 une fonction intégrable sur
[a, b]. Montrer que \/f est intégrable sur [a, b].

Exercice 2.4.13. (Facultatif)
Calculer la limite des suites de terme général suivant :

44



Analyse et calcul différentiel Agrégation— Info R. Tahiri
5 n—1 n 1
Un:ni \/%, 'Un:'an,
k=0 k=1
1 n n—1 k 1/n
—— —k/n - bl
wn—nZe , xn—<H<1+n)> )
k=1 k=0

Exercice 2.4.14. (Facultatif)
Calculer les primitives suivantes :

/ 4+ 323 4+
dzx,
(x —1)3(22 —x +1)2

/ dx
Vaz — 22’

/ ot Verl

/tanxdw,
1
d
/cos4:1: “
3
/C?S6xdx,
sin® x
/ dx
5coshx + 3sinhx + 4’

/ cosh x
- dx,
2coshx + sinh z

/ coshx — €%
—— dz,
coshx +1

/ dx
1+ tanhz’

/x\/ —22 4+ 3z — 2dx,

x
I —
/\/332—|—1U+2 v
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Exercice 2.4.15. (Facultatif)
Soit F' la fonction définie, pour tout = € R, par

2x
F(x):/ e at.

1. Calculer F'(x).
2. Calculer F'(0) et montrer que F' est impaire.
3. Etudier les variations de F.
4. Montrer que
mllﬁloo F(z)=0.

5. Calculer le développement limité de F' en 0 & ’ordre 3 et dessiner la courbe de F'.

Exercice 2.4.16. (Facultatif)

1. Déterminer les limites suivantes :

1

lim e ™ dux,

n—-+oo 0
/3
. cost

lim — dt,

n—+oo [ t
1/R .
lim e~ ftsinz o
R—-+o00 0

2. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer

1
lim f(@) dx,
n——+o0o Y +n

1
lim 2" f(z) dx,

n—-+4o0o 0

1
lim ﬂ dx
n—+oo Jo 1+ nz

Exercice 2.4.17. Montrer la convergence et calculer la valeur des intégrales :

+oo oo 1 T tInt
I = / Betdt, = / ——dt,  Iz= / .
0 o VL1 . (211
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Exercice 2.4.18. Les intégrales généralisées suivantes convergent-elles ou divergent-

elles?
“+o00 2 +oo
I = / In(t)dt, Iy= / In(t)dt, Iy= / et dt,
2 0 0
400 “+o0 t5
I = / Pdr, L= / LY
! 0 ° o (tr+ 1)Vt
s “+o00 1
Is = / In(sint) dt, I; = / (1 — Cos ()) dt,
0 2 t
1 1 +oo 1
I :/ sin<> dt, Iy :/ ln<cos<>> dt.
0 t /2 t
Exercice 2.4.19. 1. Soit F' la fonction définie par
T In(1 + ¢2
Fz) = / n(tj)dt.
1

Calculer F(x).

2. En déduire que l'intégrale

+001 1 2
1 t

est convergente et déterminer sa valeur.

Exercice 2.4.20. 1. Calculer

m 1
F(x) = - dt.
@) /1 Vit +1

2. A l'aide du changement de variable u = v/#2 4 1, montrer avec les régles de Rie-

mann que
—+00 1
I= / - dt
1 V241

+oo 1
z:/ _ L
1 tVE2+1

Exercice 2.4.21. Etudier la convergence des intégrales :

+o00 t 400 t
I = / d ’ I — / arctan(t) gt
9 t(lnt)? 3 242647

converge.

3. Calculer
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Exercice 2.4.22. Soient a et b deux parameétres réels. Discuter selon leurs valeurs de la

convergence de
oo dt
/2 te(lnt)b

1. lorsque a # 1, utiliser les régles de Riemann ;

On pourra :

2. lorsque a = 1, calculer explicitement

/A dt
2 t(ln t)b

pour A — +4o0.

Exercice 2.4.23. 1. Soit @ > 0. Montrer que U'intégrale
400 o3
sin(?
/ angl) dt
1 t
converge.

En déduire que

T cos(t)
dt
J

/+°° sin?(t) o
0

converge.

2. Montrer que

t
diverge.
En déduire que

/+°O sin(t) gt
1

t
diverge.
Veérifier quand ¢t — +o0 que

cost cost cos? t

ETVE T

Exercice 2.4.24. 1. Démontrer la convergence de 'intégrale
1
z—1
/ dz
0 Inx
2. Montrer que pour tout x €]0,1]
-1
a: <lhz<z-1
x
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3. Pour z €]0, 1], démontrer
2
T xdx _/’” dz
o Imz J; Inz’

4. En déduire un encadrement de

et montrer que

Exercice 2.4.25. Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives définies
sur un méme intervalle [a, b[.
On sait que les deux intégrales

b b
/ f(t)dt et / g(t)dt
sont de méme nature.

Montrer que si ces intégrales convergent, alors

btdt et btdt
Lf() /zgu

sont équivalentes lorsque x — b™.
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Chapitre 3

Séries numériques

3.1 Généralités

Soit (un)n>0 une suite de R ou de C. On définit les sommes partielles par

n
Sn:Zuk=u0+u1+---+un,
k=0

et on s’intéresse a la limite de S, lorsque n — oo.

Définition 3.1. On dira que la série Y u, est :
— convergente (CV) si lim,,_, S, existe. On note alors cette limite Z Up,.
n>0
— divergente (DIV) sinon.
— absolument convergente (AC) si la série Z |un| est convergente.
n>0

On dira aussi que la série converge simplement (CS) si elle converge mais pas
absolument.

On peut définir de méme la notion de convergence de la série >
définie qu’a partir d’un certain rang p :

: ?
n>no Un S Up 1 est

Z un:up+up+1—|—up+2+...

n>ng

La modification d’un nombre fini de termes d’une série ne change pas sa nature (CV,
AC, DLV, CS).

Théoréme 3.1 (Critére de Cauchy). Pour toute série a valeurs dans R ou C,

() ac = (Xuw) cov.
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Série géométrique.

Soit u, = ca™ avec ¢ # 0. La série Y u,, est convergente si |a| < 1
et sa somme vaut

o
Z ca = 1 i o
n=0
La somme partielle est, pour a # 1,

1— n+1
g, — Lz
1—a

Série télescopique. Soit u, = a, — apy1. La somme partielle vaut

Sn = ag — Gp+1-

La série converge si et seulement si lim a,, existe, et dans ce cas

oo
Zun =qp — lim a,
n—oo
n=0
Exemple 3.1. Pour
1
= >1
tn n(n+1)’ =g
on a
1 1
Up = — —
" n n+1
Ainsi,

o0
E Uy = 1.
n=1
Proposition 3.1. Si la série Y u, converge, alors

U, — 0.

Démonstration. On remarque que

Un:Sn—Sn_l, nZl.

Exemple 3.2. Pour u, = %, on a u, — 0 lorsque n — oo mais

Z 1
n

n>1
est divergente.
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3.2 Seéries a termes positifs

Dans cette section on suppose que u, > 0.

Théoréme 3.2. Soit u, > 0. Alors

Zun CV «— Zun bornée.

Définition 3.2. Pour wu,,v, suites a valeurs complexes, t.q. v, # 0 (& partir d'un
certain rang), on utilisera la notation u, ~ v,, et on dira que u, est équivalent a v,

quand n — oo, si
. Un
lim — = 1.
n—00 Uy,

Théoréme 3.3 (Comparaison). On suppose u, > 0 et v, > 0.

— 50 < uy < vy, alors
Zun cv :>ZUn cV.

— St Uy, ~ Uy, alors les séries Y uy et Y v, sont de méme nature.

Exercice On suppose que
lim z, = ¢, > 0.

n—o0

Montrer, & partir du résultat précédent, que

1 n
lim — =/
Jm s D o=
k=1
(Note : ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Cesaro.)

Proposition 3.2 (Regle d’Alembert). On suppose u, > 0 et

. Unp+41
lim L — g

n—00 Uy

— Si € < 1, la série converge.
— Si 4 > 1, la série diverge.
— Si € =1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. On suppose £ < 1. Soit p tel que £ < p < 1. Comme

. Unp+1
lim —H = ¢,

n—00 Uy

il existe ng tel que pour tout n > ny,

Un+1

Un

Donc pour n > ny,
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Up < pup_1 < pPUup_g < -0 < p" 0y, = Cp"

Un,
avec C = —=2.
pre
Par comparaison avec une série géométrique convergente, on en déduit la convergence
de la série.
Le cas £ > 1 se traite de maniére analogue en minorant la suite u, par une suite

géométrique 4 somme divergente. O

On verra plus loin des exemples de type

1
Up — ﬁ
(série de Riemann), avec une limite ¢ = 1 mais ou la série peut étre convergente (si
a > 1) ou divergente (si a < 1).

Exemple 3.3. Etudier la série de terme général

u, = ne ", n>1 «a€eR.
On montre que
U 1
AN
Up e

Donc u, — 0 et par la régle de d’Alembert la série anl Uy, converge.
On pourra démontrer & titre d’exercice, de maniére analogue, le résultat suivant.

Proposition 3.3 (Regle d’Alembert, variante). On suppose u, > 0.

— S "
n+1 S /
un

a partir d’un certain rang, avec £ < 1, la série converge.

— 5 "
n+1 > /
Un,

avec £ > 1 a partir d’un certain rang, la série diverge.
De maniére analogue a la régle d’Alembert, on démontre la proposition suivante :

Proposition 3.4 (Régle de Cauchy). On suppose u, > 0 et
oyl Yien =

— Si € < 1, la série converyge.
— Sil > 1, la série diverge.
— Sil =1, on ne peut pas conclure.
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3.3 Comparaison avec une intégrale

Supposons u, = f(n), avec f décroissante. Alors

n+1 n
/n f)dt <up, < /nl £(t) dt.

D’oil, par exemple :

n+1 n n
/1 f(t)dt < ;uk < +/1 £(t) dt.

Théoréme 3.4. Si u, = f(n) pour n > a, avec f : [a,+oo[— R décroissante, alors

> un OV = /Oof(t)dt cv.

n>1

Corollaire 3.1 (Séries de Riemann).

Znia CV — a>1.

n>1
Séries de Bertrand

1
] 1 =1 1).
;na(logn)ﬁ CV <<= (a>1)ou(« et f>1)

A titre d’exemple, on pourra démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.5. Soit f: RT — R™ continue, décroissante, positive. Alors

un=3"f0)— [ f@yat
>

converge quand n — +00.

(On pourra vérifier que u,, est décroissante et minorée.)

Application Il existe v € R tel que

1 1
1+§+...+Ezlog(n)—|—’y+o(1), n — 00.

La constante ~ est appelée constante d’Euler.
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3.4 Séries alternées
On appelle série alternée toute série (> uy) de la forme
up = (—1)"ay, an > 0.
Théoréme 3.5 (Séries alternées). On suppose que Y u, est une série alternée :

U = (—1)"ay, Vn > 0,

avec

an > 0, Gn \ys lima, = 0.

On note

S:Zuk

£>0
la somme de la série (si elle existe),
n
Sn = E U
k=0

les sommes partielles et

Rn:Zuk

le reste de la série.

Alors :

— La série de terme général u,, converge (donc S et R, sont bien définis).
— So, est décroissante, Sopy1 croissante et

S2n+l < S < S2n7 Vn.

— Le reste R,, est de méme signe que (—1)" et
|Rp| = |an — ang1 + anga — -+ - | < ap, Vn.

Attention Une série peut étre alternée a partir d’un certain rang (ou définie a partir
d’un certain rang).
Par exemple

Z(—l)"Han =a—axt+az—as+---
n>1

avec (a,) décroissante vers 0.
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Le résultat de convergence s’applique encore car cela revient & modifier un nombre
fini de termes par rapport & une série alternée définie & partir du rang n = 0 par exemple.
Ainsi
LRn’f;ana

mais les autres inégalités peuvent étre décalées.

Exemple

Y e @20

n>0 n>1

3.5 Convolution de séries

Définition 3.3. Soit > a, et > b, deux séries de terme général a,, b, € C.
On appelle série convolée de > a, par Y_ b, (ou série produit), la série de terme
général

(On note parfois ¢ = a x b.)

Théoréme 3.6. 1. 8i ap,b, > 0 et si les séries Y an et > b, convergent, alors
> e, converge et

Y= (Fan) (X bn)-

2. 8 ap ety b, sont absolument convergentes, alors . ¢, est absolument conver-
gente et

> leal < (3 Janl) (32 10l )

et on a encore

Y= (L) (m).

Théoréme 3.7 (La fonction exponentielle complexe). Pour tout z € C, on pose

n

e’ = E Z—.
n!

n>0
1. La série est absolument convergente pour tout z € C.

2. Pour tout y,z € C :
e¥t* = e¥e?,
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3. Pour tout z € C :

e*| < el
4. Pour tout x,y € R :
le¥| =1, "V = e%e¥ > 0.
On peut alors définir
cos(z) = N(e™), sin(z) = (™)

et retrouver les formules classiques de trigonométrie.
Le nombre 7 peut étre défini comme le plus petit réel strictement positif tel que

cos(m/2) = 0.

3.6 Exercices de chapitre

Bilan du contenu nécessaire a maitriser

— Définition d’une série Z uy,. Somme partielle S,,. Nature (convergente/divergente),

n>ng
somme
“+00
E Un,
n=ngo
reste

“+oo
Ry=8-S,= > w.
k=n-+1

Série absolument convergente.

— Connaitre les propriétés des séries convergentes : le terme général u,, tend vers 0,
le reste tend vers 0, somme et multiples de séries convergentes.

— Savoir prouver correctement la convergence d’une série : critére de convergence
des séries a termes positifs, propriétés des séries absolument convergentes, enca-
drement de séries a termes positifs, critére de comparaison série-intégrale, séries
a termes généraux équivalents, méthode des croissances comparées, méthode de
I'inégalité de Taylor-Lagrange.

— Connaitre les exemples de référence (définition, nature, somme) :

série géométrique E q",
n>0

série télescopique g (Un4+1 — vn),
n>0
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L . 1
série harmonique E -,
n

n>1

. . 1
séries de Riemann E —,
na

n>1
xn
série exponentielle E —
n!

n>0

(=n"

série alternée g .
n
n>1

— Savoir utiliser les exemples de référence pour montrer qu’une série

2

est convergente ou divergente (comparaison, équivalent).

— Savoir déterminer la somme d’une série a partir des séries de référence, ou avec
I'inégalité de Taylor-Lagrange.

— Savoir effectuer un calcul de somme de série dans un cas simple ou classique.

Exercice 3.6.1. Montrer que

—3\n
Z(m)

~ (=3)F
T

converge et calculer

+

k=

o

Exercice 3.6.2. On considére la suite (uy) définie pour tout n € N par

(n+1)°
n!

Up =

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 3.6.3. On considére la suite (u,) définie pour tout n € N par

= (3n+1) (g)n

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 3.6.4. Etudier la nature de la série de terme général u,, dans les cas suivants :

n2

1. u, =™,
1

% Uy = e
" nd +1
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1

3. Uy = —F——.
nln(n)

Exercice 3.6.5. Montrer que la série double

PP

i>0 >0
converge et calculer
400 +o0
1
D 5
i=0 j=0
Exercice 3.6.6. 1. Etudier la nature des séries suivantes en calculant la somme en

cas de convergence :

1
W )

n>0

1
(b) ) —F—+—
§m+ﬁ

2. Etudier la nature des séries suivantes en utilisant la condition nécessaire de la

convergence :

+oc0 1 n
@ > (1+1)
n=1
+oo
(b) Y In(n)>.
n=1
3. Déduire la limite du terme général U, des séries suivantes si c’est possible :

1
(a) La seérie Z sin® () est convergente,

n
n>1

(b) La série Z cosn est divergente.
n>0

Exercice 3.6.7. Donner la nature des séries suivantes :

Ly e

10
n>0
2. Zcosn,
n>0
In(n)
3. Z n2n ’
n>2
4. Zne_”2,
n>1
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1
> Z n?1In(n)’
n>1

1
6. _
Z n(logn)*’

n>1

7.y 2,

n>0

+oo
8. 23—n+2 + 2—77/"1‘3’
n=3

+oo
9. Z In(1 +e™2"),
n=0

10.2 !

5
i3 nsin (n)

11. ZIJ”/H

5 )
e n -+ 3

Exercice 3.6.8. En utilisant le critére de Cauchy et le critére d’Alembert, donner la

nature des séries suivantes :
n

n
.S
;n!
2n +1\"

2 Z<3n+4> 7

n>1

3. Z(lnn)fn,

n>2
n
4.3 o
n>0
(n!)
> Z (2n)!’

n>1

n3

6. nz>0(n+1)!'

Exercice 3.6.9. Dans chaque cas, étudier la nature de la série de terme général u,, :

(Qa) w, = (1 - ;)n

QD) un = (1 - i)

sh(L
Q) uy = h(;) 1
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w/ .
(Qd) =/O T cost@)

n? + cos?(x)

(Qe) 1w, /O” sin?(x) dr,

1+ 22
(Qf) up = Sin<"2(”1+1)2>
1 1\]’
cos(m) [1 — cos(ﬁ)]

e?’L

Exercice 3.6.10. Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

Z(lnn +aln(n+1) + bln(n + 2))
n>1

en fonction des réels a et b. Calculer la somme lorsqu’il ¥ a convergence.
Exercice 3.6.11. Soit "
e— (1 + %)

U =
" n3/2 +n

Donner la nature de la série D, - .
Exercice 3.6.12. Soit la suite (up)n>0 telle que ug €]0, 7[ et pour tout n > 0,
Upt1 = sin(uy).

1. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 7 et étudier la nature de (uy)n>0.
2. Rappeler le théoréme sur les séries télescopiques.

3. En déduire que la série

diverge.

4. Montrer que

5. De ces deux questions, en déduire la nature de > u2 puis de 3 uy,.

Exercice 3.6.13. (Critere des séries alternées) Soit (ug)pen {0y une suite réelle décrois-
sante qui converge vers 0. On considére la série de terme général (—1)*~!uy et on note

sa somme partielle
n

Sp = Z(—l)k_luk.

k=1
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1. En étudiant les suites (S2n)nem fo} €t (S2n—1)nen\ {0}, démontrer que la série de

terme général (—1)F!

n € N\ {0},

ug converge et que sa somme, notée S, vérifie : pour tout

S2n < S < SQn—l-

2. Montrer que pour tout entier n € N\ {0} on a :

|S — Sn| < up.
3. On admet que
3
k
k=1

converge vers In(2). Soit p € N. Déterminer un entier naturel N, tel que

k=1

soit une valeur approchée de In(2) a 1077 pour tout n > Np.

Exercice 3.6.14. 1. Montrer que ces sommes existent :
+00 2 —+00 1
S = t — { T = t — .
nZ:larc an<n2> e nz:larc an<2n2>

2. Montrer que pour tout x > 0,

2
arctan(z + 1) — arctan(z — 1) = arctan<2> .
x

3. En déduire S et T.

4. En déduire la valeur de
+oo 2
U= z:(—l)”Jr1 arctan<n2> .
n=1

Exercice 3.6.15. Vers le critére de Raabe-Duhamel. Soit (up)n>o telle que w, > 0,

Vn > 1,
Un+1 3n—1

Unp, 3n
1. Soit Vn € N*, v, = In(n'/3u,). Montrer que 3 (v,1 — vy,) converge.

2. En déduire qu’il existe £ € R tel que
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3. La série Y u, est-elle convergente ?

Exercice 3.6.16. On fixe z € R, et on pose

n

T
Sn (x) = ﬂ .
k=0

B

1. Montrer que
e
n!
est une série convergente. On note S(z) sa valeur et S la fonction associée, définie

sur R4. Que vaut S(0)?
2. (a) On pose

n n
P=>"aXF et Q=) bX"
k=0 k=0

Rappeler la formule donnant le produit de deux polynémes et en déduire :
n n 2n  k
() (o) - X2
k=0 k=0 k=0 i=0
(b) En déduire que pour tout (z,y) € (Ry)?,
Sn(2)Sn(y) < Son(z +y).

Quelle relation en déduit-on pour S7

3. Montrer que pour tout h € R,

RUEE

— 1| < hS(h).
1= -] < nsm)

En déduire que S est dérivable en 0 et préciser S’(0).

4. En vous aidant des questions précédentes, montrer que S est dérivable sur R, et
que S est solution de 1’équation différentielle :

y' —y=0.
5. En déduire que pour tout x € Ry,

S(z) = exp(x).
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Chapitre 4

Calcul différentiel

4.1 Fonctions de deux variables & valeurs réelles

4.1.1 Exemple mathématique et définition

Considérons un rectangle ABCD. On appelle x la longueur AB et y la longueur BC.
On suppose > 0 et y > 0.
On appelle p(x, y) le périmétre de ABCD et A(z,y) aire de ce rectangle. On a alors :

p(.’E,y) :2($—|—y), A(l‘,y) =Y.

Définition. Le produit cartésien de deux ensembles F et F', noté E X I, est I’ensemble

des couples (z,y) tels que x € E et y € F.
Si E = F, on note E? = E x E. Plus généralement, si E1, ..., E, sont n ensembles,

on note
Ei x---x E,={(e1,...,en) | & € E;}.

Exemple. L’ensemble N x R contient par exemple (2, ).
Remarque. Si E et F sont finis, alors

card(E x F) = card(F) x card(F).
Dans notre exemple,
p:R2o R, (z,9)— 2(z+y), A:R2 =R, (x,y)+— zy.
Si 'on impose x > 0 et y > 0, on peut écrire
(R SRy, (ny) 2o ).

4.1.2 Exemple en physique

Il est rare qu'un modéle physique dépende d’un seul paramétre. Par exemple en
thermodynamique, une énergie peut dépendre de la température 7', de la pression P et
du volume V.
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4.1.3 Représentation graphique

Soit f une fonction de deux variables définie sur un domaine D. I.’ensemble des points

(x,y,z) avec z= f(x,y)

est appelé la surface d’équation z = f(x,y).
On représente ainsi les points M(x,y, f(z,y)) de 'espace.
Exemple. La surface
z=a?+ yz.

L’intersection avec le plan z = k (k > 0) est un cercle de rayon V/k.

4.2 Dérivées partielles

4.2.1 Rappel : dérivée d’une fonction

On dit que f est dérivable en zq si

4.2.2 Calcul des dérivées partielles

La dérivée partielle par rapport & x consiste & considérer y constant :

of
ox’
La dérivée partielle par rapport & y consiste & considérer x constant :
of
oy
On note of of
df = —d —dy.
/ oz + dy Y

4.2.3 Dérivées partielles d’ordre supérieur

On définit par exemple :

o*f  9*f 0% f 0 f

822 9y2’  Oxzdy’  Oydx
Exemple. Soit

gz, y) =z,
Alors 5 5
9 _ SxQey, 9 _ x3eY.
ox oy
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d%g 2q f
—5 = 6zeY, 2 =a3eY,
Ox? Oy?
82
I 342eY
0xdy

4.3 Fonction de n variables
Une fonction de trois variables est une application
f: R3>SR, (x,y,2) — f(z,y, 2).
Exemple (loi de Boyle-Mariotte).
f(P,V,T) = PV — RT.

On peut définir les dérivées partielles

of of  Of
oP’ v’ oT

4.4 Fonctions a valeurs vectorielles
On peut aussi considérer des fonctions
f:R® = R2
Par exemple

= (712

TYz

e = (fems).

On peut alors écrire

Les dérivées partielles se calculent composante par composante :

o (ZJI)
— T
= =5 ).
ox 32
Exercice d’application :

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

flxy,2) =y +y7 120
Déterminer I’ensemble de définition puis calculer

af  f  &f

Ox’ 0x2 0Oxdz
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On peut aussi considérer les applications

JEEECYE P

z
Y

$2

(;S(x’y’ Z) = <Z$+y

Déterminer leur domaine de définition et calculer leurs dérivées partielles.

4.4.1 Généralisation

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. On définit I’espace R™ comme 1’ensemble
des éléments

($1,$2, .. ,LL‘n)
avec x; € R.

De méme, RP est défini de fagon analogue. Si 'on généralise la notion de fonction de
plusieurs variables, on peut considérer une fonction

f:UCR" - RP.
Dans ce cas il existe p fonctions réelles f1,..., f, telles que pour

X =(x1,...,2p) €U

on ait
fl(xl, PPN :L‘n)
f(X) _ fg(xl,....,xn)
fo(zi, ... xn)

Notations. Les variables se notent généralement :
R:x, R? : (z,7), R? : (z,y, 2),
R : (21, 29, 3, 24), R™: (z1,...,2p).

Remarque. Si p = 1, la fonction est appelée fonction numérique de n variables
réelles. Si p > 1, on parle de fonction vectorielle de n variables.

4.5 Calculs de limites et continuité des fonctions de plu-
sieurs variables

4.5.1 Technique de recherche de limites
Cas des fonctions de R? dans R

Définition. Soit f une fonction définie sur une partie A € R? et A = (a1,a2) un
point de A. On dit que f est continue en A si

lim, f(X) = f(A).
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Remarque. Si X = (z,y) et A = (a1,a2), la notation X — A signifie
T — ay, Yy — ag.

Définition. La fonction f est continue sur A si elle est continue en tout point de A.
Théoréme (théoréme d’encadrement). Soit f une fonction de R? dans R et
A € R?. S'il existe une fonction g telle que

lim g(X)=0 et |f(X)—al < g(X),

X—A
alors

li X)=a.

A JX) =a

Exemple. Soit

3.3

vty
f(xay) - xg_'_yg'

On a
|f(z,y) < lz[+ |yl =0
lorsque (x,y) — (0,0).
On en déduit

lim z,y) = 0.
(w,y)—>(0,0)f( v)

On définit alors
(@) @y #00)
T {o () = (0,0)

et f est continue sur R?.

Techniques générales

Lorsqu’on étudie la limite d’une fonction de plusieurs variables, on peut rencontrer
des cas ou la limite dépend de la direction d’approche.

Si une fonction est discontinue en un point, il peut exister plusieurs chemins menant
& ce point donnant des limites différentes.

On peut par exemple approcher (0,0) selon différentes courbes.

Notion d’arc paramétré.

Un arc paramétré est une courbe décrite par

(@(t), y(t))
ou x et y sont des fonctions d’un paramétre .

Exemple. Soit

x+y2
T,Y) = ——5.
f(@,y) W+ 22

En suivant les chemins
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xl(t) = 0, Y1 (t) =1

et

xg(t) = t, yQ(t) =t

on obtient deux limites différentes lorsque t — 0.
Donc f est discontinue en (0,0).

Récapitulons.

Pour étudier

lim z,
(z,y)—(z0,y0) fzy)

deux situations se présentent :

— si la fonction est discontinue, on peut montrer 'absence de limite en trouvant
deux directions donnant des limites différentes ;

— si la fonction est continue, on peut utiliser un encadrement ou un développement
limité.

4.6 Notion de différentiabilité

Ce chapitre généralise la notion de dérivation au cas multidimensionnel.

4.6.1 Applications linéaires

Soient E et F' deux espaces vectoriels.
Définition. Une application f: E — F est linéaire si

flx+y) = fx)+ f(y)

et
flaz) = af(z).

Ces deux propriétés sont équivalentes a

flax + By) = af (x) + Bf(y).
Exemple. La fonction

fRESR, (z,9)—z+y

est linéaire.
On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.
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4.6.2 Calcul différentiel
Dérivée selon un vecteur
Soit f : R?2 —» R.
On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur
U= (’01, ’U2>
si la fonction
p(t) = f(a+tv)

est dérivable en 0.
On définit alors

t—0 t
Exemple.
Si

flz,y) =y
et

v=(1,1),
alors

fla+td) = f(L4+t,1+1t) = (1+1)2

Donc

Dgf(a) = 2.
Propriété.

Les dérivées selon les vecteurs
i=(1,0), 7 =1(0,1)
correspondent aux dérivées partielles :

_of

0
b pyl

= D-
1 81” ]f

Remarque importante.
L’existence des dérivées partielles en un point n’implique pas nécessairement la conti-
nuité de la fonction en ce point.
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4.6.3 Fonctions R" — RP

Une fonction
f:R? 5 R?

peut s’écrire

f(:z:,y) = (fl(x,y)7f2($,y)7f3($,y))-

La dérivée suivant un vecteur ¥ est

Dy fi(a)
Dyf(a) = | Dzf2(a)
Dy f3(a)
Exemple.
Soit

ren=(54).

Pour 7 = (1,0),

Do) - (221)).

4.6.4 Application différentielle
Définition 3.3. Classes C° et C.
Soit f: U C R? = R.
— f est de classe CY sur U si f est continue sur U.
— f est de classe C! sur U si

1. f admet des dérivées partielles premiéres sur U,

2. g et g sont continues sur U.
ox Y
Exemple.
La fonction
f(@,y) =y
est de classe C'(IR?) puisque
of _ of _

T

or oy
et ces fonctions sont continues.
Propriété 3.2.
Si U c R?, alors
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cl(U) c ().

Autrement dit, une fonction de classe C' est continue.

Définition 3.4.

Une fonction f: U C R® — R est de classe CF si

— les dérivées partielles successives jusqu’a 'ordre k existent,

— ces dérivées sont continues sur U.

On dit que f est de classe C*° si elle admet des dérivées de tout ordre.
Théoréme 3.1 (Schwarz).

Si f est de classe C? sur un ouvert U, alors

0% f B 0% f
oxdy  Oyox’

4.6.5 Différentielle

Définition 3.5.
Soit f:UCR? >RetacU.
On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire d, f telle que

fla+h)— f(a) —daf(h)

11m
Ih]|—0 A

= 0.

L’application d, f s’appelle la différentielle de f en a.

4.6.6 Développement limité d’ordre 1
Théoréme 3.2.
f est différentiable en a si et seulement si
fla+h) = f(a) +daf(h) + o(||A]).
Si f est de classe C!, alors f est différentiable.

4.6.7 Expression de la différentielle

Théoréme 3.3.
Si f:U c R?2 = R est différentiable en a, alors

of of

dof(h) = hl%(a) + hzafy(a)
On peut donc écrire
0 0
flat ) = Fla) + G (0) + G (@) -+ o).
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4.6.8 Gradient

Soit f: R™ — R.
La différentielle s’écrit

duf(h) =3 higji(a).

i=1
Définition 3.7.
Le gradient de f en a est

of of

Vf(a) = <axl(“)"“’axn(“)> .

On peut alors écrire
daf(h) = (Vf(a),h).

4.6.9 Matrice jacobienne

Comnsidérons une fonction

f:R" > RP
avec
f1(X)
f(X) = :
fp(X)
La différentielle est
dafl (h)
daf(h) =
dafp(h)

Définition 4.1.
La matrice jacobienne de f en a est

ofi

Ja = a .
/) <8$J ( )> 1<i<p,1<j<n

4.6.10 Jacobien
Si f : R™ — R", on appelle jacobien
det(Ja(f))-
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4.7 Recherche d’extrema

4.7.1 Points critiques

Définition 5.2.
Un point a est un point critique de f si

of
6901

(a):-~~:§;;(a):0.

Théoréme 5.2.
Si f admet un extremum local en a et si f est de classe C?, alors

Vf(a)=0.

4.7.2 Matrice hessienne

Définition 5.3.
La matrice hessienne de f en a est

0% f
Hy(a) = (8331-89@ (a)> 1<ij<n

Cette matrice est symétrique.

4.7.3 Caractérisation des extrema

Théoréme 5.3.

Soit a un point critique.

— si toutes les valeurs propres de H¢(a) sont positives : minimum local,
— si elles sont toutes négatives : maximum local,

— si elles sont de signes différents : point selle.

4.7.4 Cas de la dimension 2
Si f:R? = R, on note

i 0 B
7’—@(@), s = axay(a)7 t_aiyg(a)'

Alors

rt — g2

permet de déterminer la nature du point critique :
— 7t — 352> 0et r>0: minimum local

— rt—s?>>0etr <0 :maximum local

— rt —s? < 0 : point selle

— rt —s? =0 : cas indéterminé
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4.8 Exercices de chapitre

Exercice 4.8.1. On rappelle la loi de Boyle-Mariotte, valable pour une mole de gaz
parfait :
PV = RT,

ou P désigne la pression du gaz, V' son volume, R la constante des gaz parfaits et T la
température du milieu.
oP oP
1. Calculer oT et v
2. Méme question si I'on considére a présent la relation de Van der Waals, avec les
mémes conventions que précédemment, et avec a et b réels :

(P—I—%) (V —b) = RT.

Exercice 4.8.2. On considére la fonction définie pour tous (x,y) € R? par :
flxy) =2 + 20+ + 4y + 5.

1. Montrer que : ¥(z,y) > 0, f(x,y) > 0. Démontrer qu’il existe un point qui
minimise f(z,y).

2. Calculer 5 5 52 o
/ / / /
ax (I7y)7 ay (x7 y)7 axQ (‘,r7y)7 ayz (x7y)7
0% f 0% f
920y (z,y) et g0 (z,y).
Exercice 4.8.3. On pose :
r+y
flz,y) =

NZESN
1. Déterminer ’ensemble de définition D de f.

2. Montrer que Y(z,y) € D,
[f(z,y)] < Ve + V.
3. En déduire
earsion Y
4. Calculer %(aﬁ,y) et g—i(x,y).

Exercice 4.8.4. On considére la fonction f définie sur R? par :

6 5
fog) — Lyt S @ # 00,

0 si (z,y) = (0,0).
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En utilisant le méme type de raisonnement que dans l’exercice précédent, prouver
que
lim f(z,y) =0,
(z,y)—(0,0)

c’est-a-dire que f est continue sur R2.

Exercice 4.8.5. En se souvenant de la méthode utilisée pour tracer un paraboloide de
révolution, esquisser dans un repére (O;1, 7, k) la surface d’équation :

z:x2—|—2x+y2—2y.

Exercice 4.8.6. On considére la fonction f définie par :

f(z,y) = 2® + 5y* — day + 6y + 10.

1. Calculer of of o 5
%(xvy)v @($7y)’ @(xvy)v TyQ(xay)a
O f Of

awy(:v,y) et ayaw(w,y)-

Exercice 4.8.7. Montrer que : ¥(z,y) € R?, f(z,y) —1>0.

Démontrer qu’il existe un point qui minimise f(z,y). {

On désigne par Vf(x,y) le vecteur de coordonnées respectives g—ﬁ(a:,y) et g—i(m,y),
pour (x,y) € R2,

Résoudre 'équation Vf = 0.

Exercice 4.8.8. On appelle f la fonction définie par :

3+ zy3 +1
flz,y,2) = IR
1. Calculer
s, e Lwys 2Ly
81‘ ) y7 ) 822 M y) M ayaz ) y7 b 8Zay2 ) y’ .
2. Calculer
lim T,Y,2).
(Ly,z)ﬁof( Y, 2)

Exercice 4.8.9. On appelle f la fonction définie sur R? par :

9 9
floy) = =5y +4y +ay — ja” +4z - 4.

1. Démontrer que, pour tous (z,y) € R?

1
y < (@ + 7).
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2. Démontrer que, pour tous (z,y) € R?,
flz,y) <0.
En déduire une conséquence graphique pour la surface d’équation
z = f(z,y).
3. Déterminer un plan de symétrie pour la surface d’équation
z = f(z,y).

4. Calculer pour tous (z,y) € R?

0% f 0% f

Que remarque-t-on ?
Exercice 4.8.10. Déterminer un développement limité en 0, & 'ordre 2, des fonctions
suivantes :

1
. f:zw— §(€I+6_x)

1
2. g:x— 5(630*6_90)

. h:
3 x+—>1_$

Exercice 4.8.11. 1. Soit f une fonction dérivable en un point a. Calculer en utili-
sant deux méthodes différentes :

i flath) = fla—h)
h—0 h

2. Soit f une fonction deux fois dérivable en un point a. Calculer :

po flath) + fla—h) = 2f(a)
h—0 h?2

Exercice 4.8.12. On considére la fonction

1'3—2/3

rT—=yY

flz,y) =

1. Déterminer I'ensemble de définition D de f.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité.
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Exercice 4.8.13. 1. Démontrer que pour tous x,y réels :

$2

2

Yy

< — z

eyl = 5+ 5
2. On pose pour (z,y) € R*?

2 y2
f(x,y)— \xy!—?—?

(a) Déduire de la question précédente une conséquence graphique pour la surface
d'quation z = f(x,y).
(b) Montrer que la surface d’équation z = f(x,y) admet un plan de symeétrie.

3. Calculer

0
o ()

pour x > 0 et < 0, puis montrer que cette dérivée est discontinue.
Exercice 4.8.14. On considére la fonction

1 —cos(z —y)

fla,y) = pra—

1. Déterminer ’ensemble de définition Dy.
2. Déterminer les dérivées partielles de f et leurs domaines.

3. Calculer

lim x,
(zy)—(1,1) flz-9)

par les méthodes suivantes :

(a) développement limité
(b) encadrement
(c) définition du nombre dérivé

4. f est-elle prolongeable par continuité en (1,1)?
Exercice 4.8.15. On considére la fonction

fla,y) = gjﬁ"/’y

Montrer que f n’admet pas de limite en (0,0) en utilisant deux arcs paramétrés.
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Exercice 4.8.16. Etudier la continuité de la fonction

.7}2:1/2
flz,y) = ¢ a2t +y?

0 si (z,y) = (0,0)
Exercice 4.8.17. La fonction
3y
€r,Y,2) = ————
f( y ) r+y—+z
admet-elle une limite en 07
Exercice 4.8.18. La fonction
In(1 4+ x)(siny —y
fz,y) = ( ) )

z? + y?
peut-elle étre prolongée par continuité en (0,0)?
Exercice 4.8.19. 1. Démontrer que la somme de deux applications linéaires est
encore une application linéaire.
2. Plus généralement, démontrer que toute combinaison linéaire d’applications li-

néaires est encore linéaire.

Exercice 4.8.20. Les applications suivantes sont-elles linéaires 7
L f:R =5 R? (2,9,2) = 2z —y, y — 12)
2. g:R2 5 R (z,y) — 2y
3. h:C—=R" 2 7]
4. h:C—- Rz R(2)+S(2)
5. On appelle F' I’ensemble des fonctions de R dans R admettant une limite en 0.
k:F —R, f|—>;i£%f(m)

Exercice 4.8.21. Vérifier que 'expression de la différentielle & ’aide du gradient et du
produit scalaire d’une fonction f définie sur un ouvert U, en a € U, et & valeurs réelles,
définit une application linéaire.

On pourra commencer par vérifier cette propriété dans R?, puis dans R”.

Exercice 4.8.22. Soit f une application différentiable en un point a de R?.
On appelle ¢, la fonction définie pour i vecteur de R? fixé par :

f(a+td) — f(a)
t

pq: R =R, t—

Prouver que
lim g (t) = df ().
t—0
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Exercice 4.8.23. On considére la fonction

e$

1. Expliquer briévement pourquoi f est différentiable sur R2.
2. Calculer le gradient de f.

3. Donner un développement limité a 'ordre 1 de f au voisinage de (0,0).

f(z,y)

Exercice 4.8.24. Calculer la différentielle & l'origine des applications suivantes :

1. f:R25R

flz,y) =23+ 1+ 22442
2. g:R* >R

g(x,y, z) = zyzsin(xy) + 22 + 5

Exercice 4.8.25. On appelle C*°(R?) I'ensemble des fonctions infiniment dérivables sur
R2.
On définit les applications

A : C®(R?) — C*(R?)

2 2

e 0%
s 2
LR + Oy?
et

d : O°(R?) — C™(R?)

dp Oy
SOH%'éTy

Ces applications sont-elles linéaires ?

Exercice 4.8.26. Soit la fonction

0 (z,y) = (0,0)

Fla) = 3 Jafi?
TV EERY ey £ 00

. f est-elle continue ?

. Calculer les dérivées partielles de f. Sont-elles continues?
Calculer la différentielle de f au sens de Gateaux en (0, 0).
. L’application f est-elle différentiable en (0,0)?

A~ w N
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Exercice 4.8.27. On considére la fonction

rY

f(%y):\/TTyQ

1. Montrer que 'on peut prolonger f par continuité.
2. Etudier la différentiabilité de ce prolongement.

3. Le prolongement admet-il des dérivées partielles ?
4.

La fonction est-elle C* sur son domaine ?

Exercice 4.8.28. Reprendre les questions de ’exercice précédent avec

) 1
g(z,y) = (¢ +y")sin (\/W)

Exercice 4.8.29. Etudier la différentiabilité de

y—
Flo,y) = 22+ 42 (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

Exercice 4.8.30. Soit f: R? — R définie par

f(z.y) = a?ysin(2)
x
. Montrer que I'on peut définir un prolongement par continuité de la fonction f.

1

2. f admet-elle des dérivées partielles sur R? ?
3. f est-elle de classe C! sur R??
4

. Calculer
0% f 0% f
t
0xdy (0,0) ¢ Oyox (0,0)
Exercice 4.8.31. Soit la fonction
fiR*\{(0,0)} - R
zy(z® — y?)
f(l',y) _ 2 + yg (:U>y) 7& (070)

0 sinon

Montrer que f € C'(R?) et que f admet des dérivées secondes croisées distinctes en
(0,0).
Que peut-on en déduire pour la fonction f?
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Exercice 4.8.32. On considére la fonction

eyl
o) =
ot o > 0.
1. Déterminer ’ensemble de définition Dy.
2. On pose ¥(z,y) = 22 +y? — zy.

Montrer que

1/1(3579) =0+ ('r?y) = (0,0)
et en déduire ’ensemble de définition.
3. On définit

o(z,y) = Va* +y°

(a) Montrer que ¢ définit une norme sur R?.
(b) Montrer que

1
9] < 26%(w.)
4. Etudier la continuité de f en (0,0) :

(a) cas > 1
(b) cas0 < <1

5. Etudier la différentiabilité de f en (0,0).
6. Montrer que f est différentiable en (0,0) si et seulement si

>3
a> =
2

Exercice 4.8.33. Soit I’ I’ensemble des fonctions de R dans R.
On considére 'application

¢: F — R?

[ (£(0), £(1))

Rappeler la définition d’une application linéaire et déterminer si ¢ est linéaire.

Exercice 4.8.34. Soit @ = (1,1) dans R2.
On définit 'application

=

P = {

ou (-,-) désigne le produit scalaire.

H’ﬁ>

=
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1. Montrer que pour tout ¥ # 0,

|P(Z)| < V2

2. Montrer que P est différentiable en tout point & # 0.
3. Montrer que P n’est pas différentiable en 0.

Exercice 4.8.35. On considére la fonction
f(z,y) = max(z,y)

1. Représenter graphiquement f(x,y).
2. Montrer que

rT+y+ijr—y
oy = X1l

3. Etudier la différentiabilité de f sur R2.

Exercice 4.8.36. On considére

$3 — y3
Fry) =4 22+ 42 (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

1. Montrer que f est continue sur R?.
2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0).
3. Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0).
Exercice 4.8.37. Soit la matrice
3 2 —4
M=[11 1
0 0 -3

1. Calculer M? et M3.
2. Résoudre 'équation M + X = I, ou I désigne la matrice identité.

3. Résoudre 'équation M X = A, ou X est une matrice colonne 3 x 1 et
1
A=1|0
3
4. Calculer (det M)? et det(M?). Que remarque-t-on ?
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Exercice 4.8.38. Soient

3 2 2 =5
a=(4n) =G 0)
1. Calculer AB et BA. Que constate-t-on et comment nomme-t-on cette propriété ?

2. Calculer det(AB) et det(BA). Commenter.

Exercice 4.8.39. Déterminer la matrice jacobienne en X = (x,y) de la fonction

fiRP=R, f(r,y) =2y +In(l1 447

Quel est 'autre nom de cette matrice?
Donner ’expression matricielle puis analytique de ’application différentielle de f au
point X en H = (hy, ha).

Exercice 4.8.40. On considére 'application

f:R3—= R?

2
=y
(z,y,2) — <y324)

Calculer la matrice jacobienne J,(f) en a = (1,2,0).

Exercice 4.8.41. Soit f une fonction de R? dans R2.

1. Reésoudre 'équation J,(f) = 0.
Compléter la résolution si l'on impose det J,(f) = 1.
Résoudre I'équation J,(f) = I on I est la matrice identité.
Compléter si 'on impose f(0) = 0.
Que vaut det J,(f) pour a = (a1,a2)?

A

Exercice 4.8.42. On appelle matrice hessienne de f en a la matrice

0% f
axia:pj ij

Donner une condition suffisante pour que la matrice hessienne d’une fonction f :
R™ — R soit symétrique.

Exercice 4.8.43. On considére

fiR* =R
(2, y) x> + 3ze?
7y y_:L,Q

Montrer que le déterminant de la matrice jacobienne de f est strictement positif.
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Exercice 4.8.44. Soient a et b deux fonctions de R dans R.

On considére
e = (36))

1. Donner la matrice jacobienne de f.
2. A quelle condition le déterminant est-il strictement positif ?

n

3. Application : a(z) = b(x) = z".

1 3
= %)
Calculer A% + A — 815.
En déduire que A est inversible et calculer A=
Déterminer le reste de la division de X™ par X2 + X — 8.
En déduire A™.
Calculer det A et det A™.

Exercice 4.8.45. Soit

ot W o =

Exercice 4.8.46. On considére

flxy) = <x$y>

1. Déterminer le domaine D pour que f soit un C'-diffeomorphisme.

2. Calculer la matrice jacobienne.

3. Calculer le jacobien et étudier son signe.
Exercice 4.8.47. Calculer le déterminant

1 1 1
D = |cosa cosb cosc
sina sinb sinc

Exercice 4.8.48. Soit M l'ensemble des matrices 3 x 3.
On définit

3
V(M) = Z Qg
i=1

ou M = (a,ij).
1. Calculer y(I).

2. L’application v est-elle linéaire 7
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Exercice 4.8.49. Déterminer les extrema locaux des applications suivantes et donner le
maximum de précisions possibles sur ces extrema :

1. f:RZSR

fly)=a*+22+y° +y*
2. g:(R*)? >R

g(z,y) = 23 4 22y — 5z + 5y

3. h:RZ5R

h(z,y) = (3z + 7)67((‘/’3“)2“”2)
4. i:R2 >R

i(z,y) = 62%y® — 223> — 32%y*
5.7:R2 =5 R

j(x,y) = cosz ™Y

6. k:RY xR =R

k(z,y) = z(Inz)? + zy?

Exercice 4.8.50. On considére la fonction

fla,y) =o' +y' —day
1. Déterminer le gradient de f au point X = (z,y).
2. Calculer pour tous (z,y) € R? :

f(=z,—y)
et en déduire une conséquence graphique pour la surface représentative de f.
3. Déterminer tous les points critiques de f.
4. Caractériser chacun de ces points critiques.

5. En utilisant une inégalité sur le réel xy, majorer et minorer f(x,y) par un nombre
de la forme

X*(x) +Y?(y) + a
et conclure.
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Exercice 4.8.51. Soit a un paramétre réel.
On considére

falz,y) = 1+ z + azy + 2y + aa®
1. Calculer le gradient de f,.

2. Montrer que si (x,y) est un extremum local alors

ax

Yy=—=o
3. Montrer que ce systéme admet des solutions si et seulement si

V3
192’

{3am2—3x4+1 —0

a €] — o0, 0[U] +oo]

4. Déterminer ces solutions.

5. Construire un chemin paramétré (x(t),y(t)) tel que

z(t) — +o0, y(t) = +o0

et étudier le comportement de f,.

En déduire des informations sur les extrema éventuels de f,.

Exercice 4.8.52. On considére

g(z,y) =2° +ay+y°
et

fla,y) = (22" = 4)* + (22 = 4)(y* — 1) + (y* — 1)°
1. Déterminer les points critiques de g et les caractériser.

2. Montrer que

9(z,y) 20
pour tout (z,vy).
3. En déduire que f admet quatre minima globaux.

4. On cherche le maximum de g sur le cercle

C={(z,y)|2* +y* = R*}

(a) Simplifier g(Rcosf, Rsin ).
(b) Déterminer le maximum de g sur C.
(c) Déterminer le minimum de g sur C.
)

(d) Conclure.
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